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PRESENTACION

Bajoel titulo «300 problemas de matemdticas» presen-
tamos un libro de problemas destinado a alumnos de
Primer Curso de Escuelas Universitarias de Magisterioy

a qi en
el Cuerpo de Profesores de Educacion General Bdsica.

El contenido del libro se ajusta a los temas correspon-
dientes a la Prueba General (Primer Ejercicio) de Oposi-
ciones a Profesor de E.G.B., siendo diez los capitulos en
que lo hemos dividido: 1) Conjuntos, 2) Relaciones, 3)
Aplicaciones, 4) Niimero natural, 5) Sistemas de Nume-
racién, 6) Divisibilidad, 7) Niimeros enteros yracionales,
8) Areas de Figuras Planas, 9) Geometria del plano y 10)
Traslaciones, Giros y Simetrias.

En cada capitulo introducimos unos Conceptos tedri-
cos que ayudardn al alumno en la comprensiin de los
problemas planteados y resueltos.

Hemos recopilado los problemas aparecidos en la
Prueba A) de Oposiciones a E.G.B. desde 1974 hasta
1980, con la finalidad de mostrar la pauta en este tipo de
Ejercicios.

Este libro «300 problemas de matemdticas» sigue la
linea emprendida en el texto «Matemdticas 1.% de Escue-
las U. del Profesorado de EGB> editado por Ed. Santiago
Rodriguez, del que se han hecho hasta el momento 5
ediciones y que completa la teoria allf expuesta.



Se ha tenido muy en cuenta la diversidad de conoci-

ientos matemticos de los usuarios de este bro ya que

cursadola
Pl ik el no, siendo estos iiltimos
los que a buen seguro obtendrdn la ayuda que necesitan.
Porotro lado los estudiantes de Primer Curso de Magiste-
rioverdn aumentado el nimero de aplicaciones practicas
tan necesario para una total comprension de los conoci-
mientos tedricos.

Debid I i Escuelas Universit
rias de Magisterio no se rigen por un programa unificado
para todas ellas habrd Escuelas que su programa de Ma-
temticas 1.2 se ajuste alos capitulos aqui desarrollados y
las habrd también que s6lo les cubra parte del programa.
En cualquier caso estamos seguros que la utilidad del
presente libro estd garantizada.

El libro ha sido pensado, redactado y editado con la
finalidad de prestar un servicio al alumnado, a los diplo-
mados y en definitiva al Magisterio en cuyo seno me
encuentro, de
EGB en la Escuela Umver:llann de Murcia.

Murcia, marzo 1981
Andrés NORTES CHECA



NOTA A LA SEGUNDA EDICION

En s6lo unas lineas vamos a resumir las innovaciones
que presentamos en este renovado libro titulado «300
problemas de matemdticass.

existencia de la primera edicion han ido apareciendo.
Aqui quiero reconocer su labor a mis alumnos de Primer
Curso de la Escuela Universitaria del Profesorado de
E.G.B. de Murcia por las aportaciones recibidas.

Hemos enriquecido y actualizado el texto introdu-
ciendo los problemas correspondientes a la Prueba A) de
Oposiciones a Profesores de E.G.B. de los atos 1981 y
1982.

Hemos compuesto y maquetado nuevamente el libro
para que resulte mds agradable y atractiva su lectura.

Por ilimo agradecer la atencidn recibida en la pri-
actualizary
renovar el libro «JMproblemn.r de matemticas» que hoy
ponemos nuevamente a su disposicion.

Murcia, enero 1983
El autor



NOTA A LA TERCERA EDICION

Desde que se publicd la segunda edicién de «300 pro-
blemas de matemdticas» hasta estos momentos en que
aparece la tercera edicion ha habido una modificacién en
los temarios de oposiciones al Cuerpo de Profesores de
E.G.B.

Los Programas Renovados de E.G.B. para el Ciclo Su-
perior, aunque no implantados todavia, dieron lugar a
que los temas de la prueba A de oposiciones sufrieran
una ligera modificacion lo que llevé a que las Escuelas
Universitarias del Profesorado de E.G.B. adaptaran los
contenidos de matemdticas a las nuevas necesidades que
la sociedad demanda del futuro profesor de E.G.B.

El incremento de la Geometria métrica en los conteni-
dos del Ciclo Superior, con una mayor amplitud de cono-
cimientos, hizo que en septiembre pasado publicdramos
el libro «Matemdticas para magisterio I» recogiendo en
un blogue de 5 capitulos los conceptos bisicos de esta
parte de las matemdticas necesarios para contestar con
amplitud a los temas de geometria, tanto de la Prueba A
(general) como de la Prueba B (especifica para el drea de
matemdticas).

Los capitulos estructurados en el libro «300 problemas
de matemdticas» tienen plena vigencia tanto para el estu-
diante de magisterio como para el opositor al Cuerpo de
Profesores de E.G.B. por lo que hemos optado por pre-
parar esta 3.° edicién en la que se incluye como novedad
la resolucién de los ejercicios propuestos en la Prueba A
de oposiciones desde 1974 hasta 1983 inclusive.

Murcia, abril 1984



1. Conjuntos

CONCEPTOS TEORICOS

— Conjunto: Coleccion de objetos.

— Subconjunto: A C B si todo elemento de A lo es de B.
— Diferencia de conjuntos: A — B = { x| xe Ay x¢ B}
— Conjunto complementario: SiB CA =B, =A - B
— Unién de conjuntos: A U B = { x| xe A 6 xe B}

— Interseccién de conjuntos: A"\ B = {x | xe Ay xe B}

— Conjuntos disjuntos: AN B = ¢

— Particién: Una particion de A si existen dos subconjuntos By C
tales que

A=BUC

¢=BNC

— Férmulas de De Morgan
) (AUB)=ANB
2 (ANB) =A“UB
imero de elementos de la union de dos conjuntos

n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)




PROBLEMAS

1. Dados los conjuntos
A={n|n=3+1 1<n<30}
B={nn=53+2 I<n<30}

C={nln=3 1<n<30}
Hallar:
HAUBNC
2JA-BNC
HA-B-0
Solucién:

DAUBNC={24,1012162228}
2)(A-B)NC={4,10,16,28}
3HA-(B-C)={1,4,10131619,222528}

2. Dados los conjuntos
U={1,23,4,567809}
A={1,23,456)
B={3,4,5}
C={67.89}
D={4,567}
Considerando el conjunto U como universal hallar:
1) A%2) B%3) C54) US,5) A\ Bi6) AU B:7) A B
8 AUBS; 9)CU DS 10)C "\ DS 11) € D; 12) B DS;
13) B U DS ) (B () DY 15) (BF U DY); 16) (C* N D)F



Solucién:
DA ={7.89}
2B ={1,2,67.89}
3C ={1,2,3.4.5}
Hu=¢
5ANB=¢
6)AUB ={3,4,57.89}
7)ANB ={1.2.6}
8§ AUB
9CyUD ={1236789}
10)CND = {89}
)CND ={4,5}
12)BND ={1.289}
13)BUD ={1,23,67809}
14) (BN D= {3,4,5.6,7}
15) (B° U D= { 4.5}
16)(C MDY ={1,2.3,6,7.8,9}

3. Dados los conjuntos

A={1.2,3.4,56789}
B={13579}

C={3.45}
D={3.5)
E={2468}

Determinar el conjunto X en cada uno de los siguientes casos,
sabiendo que el conjunto X es uno de los conjuntos dados
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9 XNB=6¢
hxcce
OXCAYX¢B
)X CBYyXZE
Solucién
@)E bhHD oEyC dD
4. Determinar los elementos de los conjuntos A y B contenidos en U
sabiendo que
A'={6,7,89}
AUB={1234,56}
ANB={45}
Solucidn

(AUB) - (AN B) = {1,2,3,6}

(AU B) - (AN B NA" = {6}

{IAUB) - (ANBIN A} U(ANB) ={4.5.6} =B
Por lo tanto

A={1,2,3,4,5)
AUA =U={1,23,4,56.7.8,9)



B

Determinar los elementos de los subconjuntos A y B contenidos en
U sabiendo que

A ={2.4,9,13,15,17}

B' = {2.6.15.17}

AUB={1,4,6,9,13, 14}

Solucion
(AUB) =A"NB
ANB =AU

2,15, 17}
—(AUB)={2,1517}

luego
U ={1.2,4,6.9.13. 14,1517}
A=U-A"={16 14}
B=U-B ={1.4,9 13,14}

6. Determinar U y sus tres subconjuntos A, B y C sabiendo que

(AUBUOC ={L8.s}

AnC={s5
AUC=1{23,4,56mr}
BNC=¢

AUB={2,3,4,5179}
B = {1.2,5,6,8,mr,s}
Solucion
AUBINAUO=AUBNO =AU =A
{2.3.4,5,7,9} N {2.3,4,5.6,m,1} = {2,3,4,5} = A
ANC={5}
Si A ={23.4,5) entonces
AUC=1{23,4,56mr}

15



resultando € = {5, 6, m. 1}
Como (AUB)UMAUC)={2.3.4.5.6.7.9.m.1}=AUBUC
(AUBUC =U-(AUBUO = {18 s}

por lo tanto
=(AUBUCQUMAUBUC) ={1,2,3,4,5.6.7.8.9.mr.s}

u
yB=U-B={3,479

7. Determinar Uy sus tres subconjuntos A, B y C sabiendo que
AUC=1{2,57.811,14

(AUBUO) = {1129}
ANB={2.8}

AUB={257.81016p) C ={1.28.10,1216.p.q}
={2,5.7.8}

Solucién
(AUBNAUC) =AUBNO =AU b=
De ANB={28), AUB= {2578 1016p}
y A={257,8) resta B={2810,16p}
(AUB)UAUO=AUBUC={2,57,8.10.11,14,16,p}
(AUBUC=U-(AUBUC)  dedonde
U={1,2,5.7.8,10. 11,12, 14, 16,p. a}
C=U-C={5711,14
de U, simplificar la sig

8. SiendoA,ByC
sion
ANBYNCIUIANB)NCIU A NB)

Soludién
(ANBYNCIVIANB)NCIU A NB) =

=(ANBYNCUCHUANB)=ANBINUIVA NB) =

16



=(ANB)UANB)=(AUAY)NB =UNB =B

©

Siendo A, By C subconjuntos de U, simplificar la siguiente expre-
sién

{(A"UB) U CIN AN {IBUCN (B NCHUA}
Solucién
(A" UB)UCIN A} N{BUC) N (B'N C) U A} =
={A"UBUOINAIN{BUONBUCTUA}=
SANIPUAI=ANA=S
10. Siendo A, By Csubconjuntos de U, simplificar la siguiente expre-
sién
IANBNCIUIANB N CTU A N B)
Solucion
Aplicando la propiedad distributiva de N respecto U resulta B

11, SiendoA,ByC de U, simplificar la
sién

{ANB UOIUMANOINBNMAUC

Solucion

Aplicando las propiedades distributiva de N respecto U, la asocia-
tiva y conmutativa de la uni6n en {}; la asociativa y conmutativa de la
interseccion en lo que resulta, queda ¢ .

12 Simplificar la expresion siguiente utilizando las propiedades de la
teoria de conjuntos
(A"N BN {I(A UB)N (AU B U (AN B) U (A" N B}
Solucién
AWNB)IN{IAUBNAUBNUIANB UMK NB)J} =
=(A"NB)YNIAU BN B UIAUA)NBlI=



= NB)NIAU $]UIUNBl=
=(A'NBYN(AUB)=[(A'N B)N AlU (AN B) N Bl =
=(ANANBIUIA NGB NBI=(¢NBYUMAN )=
13. Simplificar la expresion siguiente tilizando las propiedades de la

teoria de conjuntos
(AUBN(AUB)N (A"UB)

Solucion
(AUB)N(AUB)N(A'UB)=[(AUB)N (AUB)IN(A'UB) =
=[AUBNB)IN(A'UB) =(AU $)N(A'UB)=AN(A'UB) =
=ANAYUANB =6 UMANB=ANB
14. Siendo A y B subconjuntos de U, probar que los subconjuntos
ANB.ANB.ANByA NB
constituyen una particion de U. Los subconjuntos A y B son
distintos del vacio.
Solucién
Es particién porque resulta:
D ANBUMANB)UMANBUMNBE)=U
2 ANBNMANB)=¢ ANB)NANB=¢
ANBNANB=¢ ANBYNANB)=¢
ANBNANB)=¢ (ANBNMANB)=¢
15, Sip es un nimero natural, designamos por
Cp={xeN|x—-p=3y nawral}
Determinar:
1) C1, C2,C3, Cay Cs.
2) {Es {C1, C, C3, Ca, Cs} una particion de N?



Solucién

xeN|x - 1=3ynawral} = {1.6. 11, 16,21.26
xeN|x-2=$ynawral } = {2.7,12,17,22.27,
Cs={xeN|x—3=3ynawral} = {3,813, 18,2328, ...}
Cu={xeN|x—4=3ynawral} = {4,9,14,19.24.29, ...}
Cs = {xeN|x -5 =3y nawnal} = {5, 10, 15,20, 25,30, ...}
2) Es una particién de N porque
@ CUCGUGUCUC=N
B GNCi=6paraij=123.45¢i#]

16. Demostrar que siendo A y B dos subconjuntos de U, se cumple
o (A-By=A"UB
b A-B)NMANB =6
Solucién
@ (A-By=(ANBY=AUB)=AUB
b (A-BINANB=(ANBINANBE) =
=ANMNBNB =06
17. Demostrar que siendo A y B dos subconjuntos de U, se cumple
QA -B=B-A
bHANB-A=¢
Soludién
@A -B=ANB=BNA=B-A
HANB-A=ANBNA)=(ANA)NB=¢
18. Demostrar que siendo A y B dos subconjuntos de U se cumple
ANB)UANB=AUB)INAUB)



Solucion
(ANBYUMANB =ANB)UAINI(ANB)UB} =
=I(AUAYNAUB)INIAUBN (B U B) =
=IUNAUB)INIAUB NUI=(A"UB)N(AUB)
19. Demostrar que siendo A y B dos subconjuntos de U se cumple
B-(ANB=B-A

Solucidn
B-(ANB)=BN(ANB) =BN(A'UB)=
=(BNA)UBNB)=BNA'=B-A
20, Demostrar que siendo A y B dos subconjuntos de U, se cumple
a)(A-B)UBNA)=A
HA-(A-B)=ANB
Solucion
a) (A-B)UBNA) =(ANB)UMANB =ANB UB)=A
b)A-(A-B)=ANA-B=ANANBY =ANA UB)=
=ANA)UMANB =0 UKANB) =ANB

21, Demostrar quesiendo A, By Ctres subconjuntos de U. se cumple
A-B-O=A-BUKANO
Solucién
A-(B-0)=A-BNC)=ANBNCT=ANBUC) =
=ANB)UANO=(A-BNANOC



22. Demostrar quesiendo A, By Ctres subconjuntos de U, se cumple
A-(BNC)=(A-BUMK-0
Solucién
A-(BNO=ANBNC=ANBUC)=
= ANBYUMANC)=A-B UMK -0
23. Demostrar quesiendo A, By C tres subconjuntos de U se cumple
(A-B)-C=A-(BUO)

Solucién
(A-B)-C=A-BNC=ANBINC=ANBNC)=
=ANBUC =A-BUO
2. Demostrar que siendo A, By C tres subconjuntos de U se cumple
AUB-0O=(AUB) -(C-A)

Soludién
AUB-C=AUBNC)=AUBNAUC)=
SAUBNMANC =AUB-ANC=

=(AUB) -(C-A)

25, Siendo A, By C tres conjuntos, demostrar la siguiente igualdad
aplicando la propiedad antisimétrica

(AUB)-C=(A-0OU®B-0)
Solucion
HAUB-CCA-OUB-C)
xeAUB xeAoxeB

Vxe(AUB -C= ¥y = y
W C x§C



XeAyx¢C xeA-C
@ o ={ o ~xe(A-QU®B-0)
xeByxgC xeB-C

2JA-OUB-OCKAUB-C

xeA-C xeAyx¢C
Vxe(A-OUB-0= o = o
xeB-C xeByx¢C

xeAoxeB xeAUB

y - y - xe(AUB)-C
x¢C x¢C
Como

(AUB)-CCA-OUB-0)
y(A-OUB-OCMAUB-C
por la propiedad antisimétrica de la inclusién
AUB) -C=(A-0OUB-C)
26. Siendo A, B y C tres conjuntos, demostrar la siguiente igualdad
aplicando la propiedad antisimétrica de la inclusion
ANB-0=ANB)-(ANO

Solucidn
Aligual que en el caso anterior se demuestra
HANB-COCMANB-(ANC
2 (ANB -ANOCANB-0

¥ como consecuencia

ANB-CO=(ANB-ANC)



27. Siendo A, B y C tres conjuntos, demostrar la siguiente igualdad
aplicando la propiedad antisimétrica de la inclusio
A-BUO=(A-BNA-0

Solucion
DA-BUOCMK-BNA-C)
A xeA
VxeA-(BUC = y ¥y -
x¢BUC x¢Byx¢C
xeAyx¢B xeA-B
y - y = XE(A-B)N(A-0C)
XxeAyx¢C xeA-C

2JA-BNA-OCA-BUOQ

XeA-B xéAyx(B
Vxe(A-B)N(A-O={ y =
xeA-C styde
xeA XeA
= XxeA-(BUQ)

y P
x¢Byx¢C x¢BUC

A-BUOCMK-BNA-0O vy

(A-BNA-OCA-(BUO

por la propiedad antisimétrica de la inclusién
~(BUO=MA-BNA-0

Como

28. Siendo A, By C tres conjuntos, demostrar la siguiente igualdad
utilizando la propiedad antisimétrica
(A-BUANBUB-A=AUB



Solucién
Aligual que en casos anteriores se demuestra
HA-BUANBUB-ACAUB
2 AUBCMA-BUMKNB UB-A
y como consecuencia
(A-BUANBUB-A=AUB
29, De los 100 nifios de un colegio hay 32 que estudian inglés, 48 que
estudian francés y 20 que estudian, ambos idiomas. Se pide:

1)  Cuéntos nifios estudian francés o inglés?
2) ¢ Cuintos nifios no estudian ningin idioma?
3) (Cuantos estudian solamente francés?

Solucion
n(F)=48.n()=32,n(FN1)=20
D nFUD=n(®+n()-n(FND=48+32-20=60
2) n(FUD =100 -n(FU D =100 - 60 = 40
3) Solamente francés = n (F) - n (F () 1) = 48 — 20 = 28
30. ;Puede creerse a un investigador que informa que de cada 1.000
habitantes de una gran ciudad 815 son trabajadores; 723 son hom-

bres; con carrera universitaria 145; hombres y trabajadores son
520 hombres con can:rz universitaria 100; trabajadores con ca-

+h y trabaja-
dores 107
Solucion
Liamamos A = hombres
= trabajadores
C = con carrera universitaria

Setiene: n(ANB)=50 n(ANBNC)=10

n(BNO=15

nANC =




nAUBUC =n(A)+n(B)+n(C)-n(ANB)-n(ANC) -
~n(BNO+nANBNC)=T23+815+ 145 - 520 ~75- 100 + 10 =
998

El resultado es inferior al nimero de personas, por o tanto no debe
creerse al investigador.

31 En una encuesta hecha sobre 100 personas se ha comprobado lo
siguiente
40 leen el periédico «Ya»
42 leen el periédico <El Pais»
45 leen el periodico «La Verdad»
13 leen el periédico «Ya y «El Pais»
20 leen el periédico «Yar y «La Verdad»
18 leen el periédico «El Pais» y <La Verdad»
7 leen los tres periddicos
Se pide:
a) ;Cuintas personas no leen ninguno de los tres periodicos?
b) Cuntas personas leen nicamente <El Pais»?
¢) {Cuntas personas leen nicamente un solo periodico?

Solucion

Representando gréficamente
A € pais

La Verdad



a) Las que I i ico de los tres son 83, luego los que no
leen ningin periodico son 100 — 83 = 17

b) Los que leen unicamente «El Pais» son 18.

¢) Los que no leen nada més que un periodico son

14418+ 14=46

32. Enunareunion hay 30 personas de las cuales 16 fuman, 16 bebeny
19 comen; 7 fuman y beben; 9 beben y comen; 8 fuman y comen.
iCuintas personas que fuman también beben o comen pero no
ambas cosas a la vez?

Solucion
n(FUBUO =30

=16+16+19-7-9-8+n(FNBNCO)=nFNBNC) =3
Graficamente

Se pide:
nFNBUFNCOI-n(FNBNC)=(T+8-3) -3

9

33, Enun grupode 200 alumnos de | ° de Magmenc hay 70 alumnos
que edagogiay
90 que van a clase de Lengua, 50 van a clase de Matematicas y
Pedagogia, 30 a Matematicas y Lengua, 40 a Pedagogia y Lengua,
por iltimo 20 van a clase de las tres asignaturas.




Calcular:
1) {Cuantos alumnos van a Mateméticas o Pedagogia?
2) (Cuantos alumnos no van a ninguna de las 3 clases?
3) ¢Cuantos alumnos van a Matematicas o Lengua?

4) Cusntos alumnos van a alguna de las tres clases?
5) ¢Cuintos alumnos van a Pedagogia o Lengua?
Solucién
Da(MUP) =140
2)n(MUPUL) =200 - 180 = 20
HnMUL) = 130
4HaMUPUL) =180
H)n@PUL) =170

34. Determinar el nimero de elementos que no pertenecen a ninguno

jt i 1 total, de
los cuales la mitad pertenecen a A, la tercera parte a B y la cuarta
parte a C, la sexta parte pertenece a cada par de ellos y la décima
parte a los tres.

Solucién
NAUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(ANB)

»n(AﬂCVAn(B(’\C)+n(AﬁB(‘|C):%+%

Elné
A.ByCserd
Fv——— 41 19
AUBUO=n-nAUBUO =n-——n=—
nAUBUQO=n-n(AUBUC)=n ) 60"

35. A una ponencia de un congreso internacional asistieron 25 perso-
nas; entre ellas habia 20 militares, 12 universitarios, 17 espafioles,

27



espaiioles. Se pid

1) Cuintos espafiles eran miltares y universitarios a Ia vez?
2) (Cua

cosas a la vez?

Solucién
1) Espatoles milfares y universitarios eran 7

2) E:
eran 9.

36, De los 250 alumnos matriculados en primer curso de una Facultad
de Ciencias, 128 han aprobado Matematicas, 105 Biologa y 165
Geologia, 68 han aprobado Matemticas y Biologia, 75 Matemti-
cas y Geologia, 43 Biologia y Geologia, siendo 30 los que han
aprobado las tres asignaturas.

Se pide:

1) Namero de alumnos que no han aprobado ninguna asignatura.
2) Niimero de alumnos que han suspendido dos asi

3) Nimero de alumnos que han suspendido s6lo una asignatura.

Solucion
Graficamente

b

1) 250 — (75 + 15 + 22 + 15 + 38 + 30 + 45) =
2) Han aprobado solo una; 15 + 22 + 75 = 112
3) Han aprobado dos asignaturas: 38 + 45 + 15 = 98



37. En una reunion hay més hombres que mujeres, mas mujeres que

beb fi s muj ¥ nobeben
que hombres que no fuman ni beben. Demostrar que hay menos
mujeres que no beben ni fuman que hombres que beben y no
uman.

Solucién

Graficamente

Boben

No beben

Siguiendo el enunciado, se tiene
n(A) +n(B)+n(C)+n(D)>n(E)+n(F) +n(G) + n(H
n(E) +n(F)>n(C) +n (D)
n(G >n(B)
sumando m. a m.
n(A) +n(B) +n(C) +n(D) +n(E) +n(F) +n(G)>n(E) +n(F) +
+n(G) + n (H) +n(C) +n (D) + n(B)
simplificando, resulta
n(A) >n(H)

Hay por tanto més hombres que beben y no fuman que mujeres que
10 beben y fuman.



38. Siendo A, B. C y D cuatro subconjuntos, demostrar que

NAUBUCUD) =n(A) +n(B)+n(C)+n(D)—a(ANB) -

~n(ANC) -n(AND) -n(BNC)-n(BND)~n(CND)+

+n(ANBN O +n(ANBND)+n(BNCND)+nANCN D)~
-n(ANBNCND)

Solucion

Aplicando el cardinal de n (A U B) =n(A) +n(B) —n(AN B)a
n (AU B) U (C U D)y operando, se obtiene la expresion pedida.

39, E el conjunto formado por todos los nimeros naturales menores
que 1.000, decir cuintos hay que no son maltiples i de 3. ni de 5, ni
de 7.

Solucién
Liamamos
A={x|x =31 < x< 1.000}
B={x|x =51<x< 1000}

C={x|x =71 < x< 1.000}
ANB={x|x=3yx

5.0 < x< 1,000} = {x
7.0 < x <1000} = {x|
BNC={x|x=3yx="71<x<1000} = {x]
ANBNC={x|x=3.x
= {x|x=105.1 < x < 1.000}

Para x| 1< x < 1.000

n(A) =

333, pues 999 es el iiltimo miiltiplo de 3.

3
%5 SR
n(B) = = = 19, pues 995 s el itimo miltiplo de 5.



142, pues 994 es el iltimo miiltiplo de 7.

nANB) = yl? = 66, pues 990 es el iiltimo milltiplo de 15.

n O =

7

n(ANO = % = 47, pues 987 es el dltimo miiltiplo de 21.
m s
n (BN C) = —— =28, pues 980 es el wltimo miltiplo de 35.
MANBN )= 15 =9, pues 945 eseltltimo miiiplo de 105.
nAUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)~n(ANB)-n(ANC) —
“n(ANO) +n(ANBN ) =333+ 199+ 14266 —47- 28+ 9 = 542
n(ATBUC) =99 - n(AUBUC) =99 - 542 = 457
4. Dzdn el conjunto universal U y siendo A y B dos subconjuntos de
A"y B los complementarios de A y B, se pide completar el

slg\llenle cuadro:

4B ciena esta igualdad? JsianB=¢[siBca| AnB &
ByBZA

A(ANB) = n(A) B

RANB) +n(A UB)=nAUB)
NAUB) AN B) =0 U)

A(ATUB) + (A Y B) = n(AUB) —n(ANB]

Solucion
" s 30
S0 | no
S s [st
~o_[no | no
st st [st
~o [ no







2. Relaciones

CONCEPTOS TEORICOS

Producto cartesiano: A x B = {(a.b) [ae A.beB}
Propiedades: A x (B x C) # (A x B) x C
Ax A

AXxBUCO=(AXBUAXO
Relacién de equivalencia

— Propiedad reflexiva: Vac A aRa

:a.beA aRb=bRa

— Propiedadtransitiva:a,b.ceA SiaRbybRc=aRe
Relacin de orden

— Propiedad simétri

— Propiedad reflexiva: VaeA aRa

— Propiedadantisimétrica:a,beA SiaRbybRa=a =b
— Propiedad transitiva: a,b.ceA SiaRbybRc=aRc
Relacién de orden total

— Propiedad reflexiva: vac A aRa

— Propiedad antisimétrica: a,be A SiaRbybRa=a=b
— Propiedad transitiva: a, b,cc A SiaRbybRe=aRe
— Propiedad conexa: Va.beA aRb o bRa



PROBLEMAS

1. Demostrar que
AXB=AxBURXB UM xB)

Solucién
Demostramos esta igualdad aplicando la propiedad antisimétrica de
ta inclusion, para ello vemos
DAXBCAXxBUARXxBUMXB

x¢A.yeB
o
VixyeAxB=(xy)¢dAxB={ xcAy¢B =
°
xd¢A.y¢B
xeAyeB x.yekxB
o o
= xeAyeB = { xyeAxB =
o o
xeAyeB x.yeAxB

= (xYe@xBUMAxBUAxB

2) AxB)UR xB)U(AxB)CAxXB)

x.y)eAxB
- = s
Youne@AxBUAXxBUAxB) =< xyeAxB =
°
(x,y)eAxB
xeA yeB XfA yéB
o

o
= {xcAyeB = {x¢AyeB = (x.yFAXB
o _ o
XeAyeB XeA y¢B
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=Xy eAXB
Por la doble inclusin podemos poner que

AxB=AxBUAXxB UMKxXB)

2. Demostrar
AXBUCO=(AxBUI(MAxC)
Solucién
Por la propiedad antisimétrica de la inclusion demostramos
) AxBUCCMAXxBUMAXO

xeA XxeA
Vx.yeAxBUO= =, -
yeBUC yeB o yeC
XeA,yeB (x.y)e Ax B
o = ° =
xeAyeC (x.y)eAxC
= (Y eAXxBUMAXCO)
2)(AXBUMAXOCAXBUO
x.y)eAxB XeA.yeB
V(x.y)e(AxB)UMAXC) = o =

°
(XY eAxC XeA yeC

xeA xeA

=~ (Y eAX(BUQ
yeBoyeC yeBUC

Por la doble inclusién podemos poner

Ax(BUQC=(AxB)U(MAxC)



3. Demostrar
AxBNCO=AxBNMAxC

Solucion

Aplicando el mismo procediminto que en los casos anterires, s¢
comprueba la propi
la interseccion.

4. Demostrar
Ax(B-C=AxB) -(AxC)

Solucién
Para demostrar la igualdad, procedemos asi
NDAxB-COCAxB)-(Ax0)
xeA xeA

VuyeAx (B -0 = =~
yeB-C yeB.ydC

xeAyeB (x.V)eAxB

XeAygC - 9 ¢AXC
(x.VeAxB)~(AxC)

2 AxB)-(AxCQ)CAX(B-0

(xy)eAxB
Vx,y)e(AxB) - (Ax 0=
XY ¢AXC



xeA.yeB xeA XxeA

xeAy¢C yeB.y¢C yeB-C
= (LyeAX(B-0
De la doble inclusién
Ax(B-0=(AxB)-(AxC

5. Demostrar

(AUB) x C=

AxCOUBxC)
Solucién

como en casos anteri licando la.
simétrica de la inclusion.

6. Demostrar
(AxB)N(CxD)=(AxD)NI(CxB)
Solucién
Demostramos
1) (AxB)N(CxD)C(AxD)N(CxB)

x.yeAxXB
Vx.y)e(AxB)N(CxD)= y -
(x.y)eCxD
xeA,yeB xeA,yeD x,y)eAxD

= (x.y)e(AxD)N(CxB)
2) (AxD)N(CxB) CAxB)N(CxD)

y = y = y =
xeCyeD xeC.yeB (x.y)eCxB



(x.y)eAxD
¥y

Y(x.y e(AxD)N(CxB)= -
(x.9)eCxB
xeAyeD xeAyeB (yeAxB
- - y - y
xeC.yeB xeCoyeD |(x.9eCxD

= (x.y)e(AxB)N(CxD)

De la doble inclusién
(A xB)N(CxD)=(AxD)N (CxB)

7. Demostrar
(A-B)xC=(AxC)-(BxO0
Solucién

Como en casos anteriores se demuestra por la propiedad antisimé-
trica de la inclusién.

8. Del conjunto C x Cse conocenlos elementos (a. byy (c. d) y se sabe
que tiene 16 elementos. Hallar los restantes elementos.
Solucién
El conjunto C estard formado por
C={abecd) y

). (. b). (a. ), (2, d). (b, a).(b. b). (b, ). (b, d). (¢, a)
(¢, b). (e, ©). (¢, d). (d, a), (d. b). (d. €. (d. O}

9. Enel conjunto A = {2, ~1,0, 1, 2} se define la relacion
VabeA aRbela~b22



Se pide:
1) Obtener su grafo.
2) Su diagrama cartesiano y sagital.
3) (Qué propiedades cumple R?
Solucién
1) Comprobamos los elementos que estin relacionados por R si-
guiendo el siguiente procedimiento
(“DR(-D =3 (=2 = (-2 = —4 #2 (-2, -9 £R(A)
(“DR(=D =3 (-2 - (=) = =5 £2= (-2 - ¢R (A)
(=2)R(0) «3(-2) = (0) = ~6 # 2= (=2, 00 ¢ R (A)
(“)R()=3(-2) -1=-7#2=(-2, ) §R(A)
(-)R@)=3(-2)-2=-8 $2=(-2,2)¢R(A)
Haciendo lo mismo con todos los elementos se encuentran los pares
de elementos relacionados por R. resultando
R(A) = {(0. =2), (1, =2), (1, =1), (1, 0), (1, 1), (2, =2), 2. —1),
2,0),2. 1), 2.2}

2) Diagrama cartesiano




Diagrama sagital

3) Las propiedades son
— No es reflexiva
— No es simétrica
— Es antisimétrica
— Es transitiva

10. En el conjunto M = {=3, —1,0, 2,4} se define la relacion
VabeM aRbeal+b>3
Se pide:

1) Obtener su grafo.
2) (Qué propiedades tiene la relacion R?

Solucion
1) Haciendo como en el caso anterior, se obtiene el grafo.
R (M) = {(=3, =3). (=3, = 1), (=3, 0), (=3, 2), (=3, 4), (=1 2),

(=1,4), (0. 4), 2, 1), 2, 0), 2,2). (2, 4), (4, =3),
@, =1),(4,0),(4,2), 4, 9}
2) No tiene ninguna propiedad.
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11 En el conjunto A = {~5. ~1.0.,2, 3} se establece la refacion.
VabeA aRbea+b>0
Se pide:
1) Obtener su grafo.
2) ;Qué propiedades tiene la relacion R?
Solucién
1) R(A) = {(=1,2).(=1,3),(0,2), (0. 3), (2, = 1), (2. 0). (2. 2),
2,3),3, -1, (3,0),(3,2).(3.3)}
2) Solo tiene la propiedad simétrica.

12. Consideremos las siguientes relaciones definidas por sus diagra-
mas sagitales.

al b) o d

@
\/
o/ \o

Se pide:
1) {Qué propiedades tiene cada uno?
2) (Originan alguna relacion conocida?

Solucién
1) a) Antisimétrica.

b) Reflexiva y simétrica.

©) Reflexiva, simétrica y transitiva.
d) Reflexiva, antisimétrica y transitiva.

&

©) Relacion de equivalencia.
d) Relacién de orden.



13. En el conjunto N de los niimeros naturales se define la relacion
aRbemc.d (ab=1
Qué propiedades tiene?
Solucidn
1) Propiedad reflexiva: a Ra
No la verifica puesto que:
moed@a=a
2) Propiedad simétrica: aRb = bR a
Si la verifica puesto que:
Simc.d(ab)=1=mecd bas=]
3) Propiedad transitiva: a RbybRc=aRc
No la verifica puesto que:
Sim.c.d (@b =lymec.d (b

T#$med@c

Asi si tomamos 6,7,9 € N
m.c.d(6,7)=1mecd(79=1ymc.d 69
4) Propiedad conexa: Va,beN.aRbobRa.

Nola dos nimeros natural
no tienen por qué ser primos entre si.

14, Hallar todos los valores posibles de n para los cuales la relacin:
VabeN aRbea+bd

es de equivalencia

Solucidn

Paran = 1y n = 2larelacion R es de equivalencia.

15, En el conjunto Z de los niimeros enteros s establece la relacién R
dada asi:




Se pide:

1) Demostrar que es de equivalencia.

2) Obtener el conjunto cociente.
Solucién

1) Es de equivalencia por cumplir

— Propiedad reflexiva: a R a ya que a? —
— Propiedad simétrica: SiaRb=bRa

al-bl=b-u=b a-b

— Propiedad transitiva:
SiaRb=al -b'=b-a
SibRe=bi-cl=c-b
Sumando m. a m.
at-ct=c-a=aRc
2) Para obtener el conjunto cociente
aRbeal—b?

~a=(@+b@a-b=

a —b)paraa # b

a+b=—1 luego b=—(a+1)
Las clases son:
© = {0, -1}
M= {1, -2}
@ =1{2-3
3) = {3. -4}

El conjunto cociente es:
ZIR = {(0), (1, ). (3,




16. Consideremos las siguientes relaciones definidas por sus diagra-

| " [
| 1
e VR

Se pide:

1) ;Qué propiedades tiene cada una?
2) (Origina alguna relacion conocida?
Solucién

1) a) Propiedades antisimétrica y transitiva
b) Propiedades reflexiva y antisimétrica
©) Propiedades reflexiva y simétrica
d) Propiedades reflexiva, simétrica y transitiva

2) En el diagrama d) se origina una relacion de equivalencia.

17. En el conjunto N se define la relacién

aRbeatbh=
Se pide:
1) Es de equivalencia?
2) Hallar las clases de equivalencia
3) Hallar el conjunto cociente
Solucién
1) Es de equivalencia por cumplir las propiedades
— Reflexiva:aRa =a +a=2
— Simétrica:a Rb = bRa
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Siatb=3=b+a=3
— Transitiva:aRbybRc =aRc
SiaRb=a+b=2
SibRc=b+c=2
Sumando m. a m.
a+htc=3=atc=2=aRc
2) Las clases de equivalencia son:
() ={xeN|xRI} = {xeN|x+1=3} = {xeN|x =

i)

@ ={xeN|xR2} = {xeN|[x+2=23} = {xeN|x=3-2=3}

3) El conjunto cociente es:
NR = {(1), @}

18. En el conjunto Z de los nimeros enteros se define la siguiente

relaci6n binaria
aRbea-b=3$
Se pide:
1) Comprobar si es una relacion de equivalencia
2) Hallar las clascs de equivalencia
3) Hallar el conjunto cociente
Solucién
1) Es de equivalencia
2) Las clases de equivalencia son:
15,210, =5,0,5, 10, 15,

—11 -6, -1,4,9,14,19, .} =§ +4
3) El conjunto cociente es Z/R = {(0), (1), (2). 3), (4)}



19. En el cuerpo Q de los nimeros racionales, se define la relacion

3 h
xRye3hez|x =217

Se pide:
1) Probar que R es de equivalencia.
2) Determinar el conjunto cociente.
3) Razonar si los elementos 2y %penencccn ala misma clase.

7

Solucién

1) Es de equivalencia por cumplir las propicdades

— Reflexiva:

xRxpu:sx=3x;0

— Siméurica:
xRyedhezjx=2 oy hezjy=

— Transitiva:
ny:-athJX'sy;h =2tk oo
ykzcaksz\y:h};k

2) El conjunto cociente lo obtenemos asi:
Jx;h4x+~.hsl)

W ={yRx|y=
2 4
3) Para que - y < estén relacionados perteneciendo a la misma

clase ha de ocurrir

por lo tanto no pertenecen a la misma clase.
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20. Dos puntos P (a, b) y Q(c, d) del plano estén relacionados cuando
a+d=b+c

Estudiar si
tivo hallar las clases de equivalencia.

Solucion

— Se trata de una relacién de equivalencia.

— Clases de equivalencia: Siendo M (a.b) y P (x, y)

MRPsi@bR(x.y)=y=x+b-a
Todos los puntos relaci conMestinenu
del 1.9y 3.0 cuadras igen (b —

lase de oquivalenciaes unarects paralela a la bisectriz y = x, siendo el
conjunto cociente el conjunto de dichas rectas paralelas.

21, Enel conjunto N de los nimeros naturales mas el cero N U {0} se
define la siguiente relacion binaria.

aRbe3IneNU{0}ja+n=b
Se pide:
1) Probar que es relacion de orden.
2) Es de orden total?
Solucién
1) Cumple las propiedades
— Reflexiva:aRapuesa+n=a para n=0
— Antisimétrica: SiaRbybRa=a=b
QueaRb=3IpeNU{0}|a+p=b
QuebRa=3qeNU{0}[b+g=a
Sumando m. a m.
a+p+bigq=a+h
de donde

P+q=0=p=q=0=a=b




—Transitiva: SiaRbybRec=aRc
SiaRb=3peNU{0}|a+p=b
SibRc=3qeNU{0}|b+q=c

Sumando m. a m.

a+pibig=b+c
a+(+q=c=aRc

Se trata de una relacion de orden.

2) Es de orden total por cumplir la propiedad conexa:
VabeNU{0} aRbébRa

Es decir dados dos nimeros a y b cualesquiera siempre existe otro
nimero natural p tal que:

a+p=b 6 btp=a

22 En el conjunto Z de los nimeros enteros se define la relacién R:
XxRye|x-y|=3

Se pide:

1) Probar que R es relacion de equivalencia.

2) Hallar las clases de equivalencia.

3) Hallar el conjunto cociente.
Solucién

1) Es de equivalencia

2) Las clases de equivalencia son:
L -12,-9, -6, -3,0,3,6,9, 12..
-1, 2,1,4,7.10, ...}
—10, =7, —4, -1, 2,58, 11, ...}
3) ZIR = {(0). (). ()}

23, En el conjunto P de los puntos del plano, en el que se considera el
punto fijo O. se define la siguiente relacion binaria.

ARB< OA = 0B



Se pide:
1) Decir si R es de equivalencia.
2) Hallar las clases de equivalencia.
3) Hallar el conjunto cociente.

Solucién
1) Rees de equivalencia.
2) La clase definida por un punto A es el subconjunto de puntos del
plano que estén sobre la circunferencia de centro O y radio OA.

) El conjunto cociente est formado por todas las circunferencias
concéntricas de centro
24. En el conjunto de los nimeros complejos se define la siguiente
relacién binaria

@+b)R(c+d)joas<cybsd

Se pide:
1) ¢Es R relacién de orden?
2) (Es de orden total?

Solucién
1) Tendra que cumplir las siguientes propiedades

— Reflexiva: (a + b) R(a + bi) a=ayb
— Antisimétrica: Si (a + bi) R (¢ +di) y (¢ + di) R (a + bi)

entonces (a + bi) di)
Que@a+b)R(c+d)=a<cybs<d
a=cyb=d

Que(c+d)R(a+b)=c<ayd<b
= (@ + bi) = (c + di)

— Transitiva: Si (a + bn) Ri(c+diy(c+diR (e +fi)

entonces (a + bi) R (e + fi



En efecto

Sita+b)R(c+d)=a<cybs<d ase

Sicr@ResMacseydst | bsf
Por tanto (a + bi) R (e + fi)
Se trata de una relacion de orden.

2) No es de orden total por no cumplir Ia propiedad conexa porque
tomando dos nimeros complejos cualesquiera no estan relacionados.
@+30)y (1 +4)

(2+ 3) K (1 + 4i) porque 2 71
(14 4i) K (2 + 30) porque d ¢ 3
25. Seael conjunto A = {1.2.3.4,6.8, 12, 16, 24,48} Consideremos
en A la relacién binaria
xRy < x/y(xdivide ay)
Se pide:

1) Probar que R es una relacién de orden.
2) Hallar los elementos distinguidos: cotas, maximo y minimo, ex-
tremo superior e inferior de cada uno de los subconjuntos.

B={8 1216} C={2.4.6,8}. D={1216 24,48}
Soluciin
1) Es relacion de orden por cumplir las propiedades:

— Reflexiva: Vae A ala

— Antisimétrica: a,be A siabyba=a=b

— Transitiva: a, b, ¢ € A si a/b y ble = alc

Noes relacién de orden total ya que tomados dos elementos de A,
por cjemplo 3 y 4, ni 3 divide a 4 ni 4 divide a 3.

2) Elementos distinguidos del subconjunto B



8/48

— Cotas superiores de B = {48) yaque { 12/48
16/48
1/b
— Cotas inferiores de B = {1,2.4).pues { 2/b  VbeB
4/b
aB.
— inis ior que pertenezc:
B.
- ior de B es 48 que es la menor cota superior de B.

— Extremo inferior de B es 4 que es la mayor cota inferior de B.
2) Elementos distinguidos del subconjunto C

— Cotas inferiores = {1, 2}
— Cotas superiores = (24, 48)
imo = 2

imo = no tiene
- Exlrzmo inferior = 2
— Extremo superior = 24
2) Elementos distinguidos del subconjunto D
— Cotas inferiores = {1,2,4}
— Cotas superiores = {48}

Aty

— Maximo
— Extremo inferior = 4
— Extremo superior = 48.
26. En el conjunto de los nimeros naturales se define la siguiente
relacion binaria
aRb<adivideab
Se pide:
1) Decir si R es relacion de orden.
2) Dados los subconjuntos de los nimeros naturales



A={1,2,3.4,56.7.809yB ={3,6,12}
hallar

a) Cotas superiores e inferiores de A y B
b) Extremos superior ¢ inferior de A y B
¢) Méximos y minimos de A y B

Solucién
1) R es relacién de orden.
2a) Cotas superioresde A =m.c.m.(1,2,3,4,5.6,7,8,9) = 2.520
luego los miltiplos de 2.520 son las cotas superiores.

1}
12ya quem. c. m. (3,6, 12) = 12
1,3}

— Cotas inferiores de A =
— Cotas superiores de B
— Cotas inferiores de B
2b) Extremo superior de A = 2.520
— Extremo inferior de A

— Extremo superior de B = 12

— Extremo inferior de B = 3

2c) Miximo de A = no tiene

— Minimo de
— Miximo de B
— Minimo de B =3
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3. Aplicaciones

CONCEPTOS TEORICOS

— Correspondencia: Dados dos conjuntos A y B no vacios, se llama
correspondencia entre A y B a toda operacion. ey, norma o criterio que

asocia los elementos de A con los de B.

— Grafo de una correspondencia es un subconjunto formado por los

pares ordenados de elementos asociados.
G() CAxB siendof: A—B

— Aplicacién: Una correspondencia f de A en B se llama aplicacion
cuando a todo elemento de A le corresponde un elemento de B y solo

— Apl

i6n inyectiva
f:A—B

Vxix2eA, xi # x2 =fx)# f(x3)

cin sobreyectiva

f:A—B f(A)=B

— Aplicacién biyecti
— Aplicacion compuesta:
ALBic  h=gf
hx) =g-f(x)

Cuando lo es inyectiva y sobreyectiva.



PROBLEMAS

1. Dados los conjuntos A = {a.b.c.d.e} y B = {1.2, 3, 4], decir cudl
de las correspondencias f. g y h definidas mediante sus grafos son
aplicaciones y de qué tipo.

1) G () = {(a . (b.2). (c. 3).(d. 4, (e. )}

2) G(g) = {(a, . (b, ). (c, 2). (c. 3). (d. 4), (e. 4)}

3) G (h) = {(a.2). (b. 2). (c. 2). (d. 3). (e. 3)}
Solucién

1) Alavista del grafo o bien representando gréficamente la corres-
pondencia se comprueba que es una aplicacion sobreyectiva porque
f(A) =

2) Noes aplicacion porque hay un elemento de A, el ¢, que tiene dos
imagenes: f(¢) = 2y f (c) =

3) Es solamente una aplicacion.

2. SeaX = {1.2.3.4, 5}. Determinar si cada una de las siguientes
relaciones dadas por su grafo. definen 0 no una aplicacion de X en
Xy decir de qué tipo:

1) G () = {(2,5.(53).(2.1).(3.2), (4, 4)}

2) G0 = {2, 1). 3.4).(1,4). 4. 5). 5.4}

3) G () ={(3.4).(1.5).(2.3).(5.2). 4. 1}

4G =1{31.42).(.5)

Solucién

1) No es aplicacion

2) Es aplicacion solamente

3) Es aplicacion biyectiva
4) No es aplicacion

3. Dados los conjuntos A y B se establece entre ellos una correspon-
dencia ftal que f () = x2. Decir en cada uno de los siguientes casos
si es aplicacion y si recibe nombre especial.




@) A={-2.-1,0,1,2}y B= {0, 1.4}
B)A={-2,-1,0,1,2}yB={0,1,2,4}
) A=1{0.1,2}yB={0,1,2.4}
d)A={-1.0,1.2}yB={0,1.2,4}

¢ A=1{0,1,2}yB={0,1,4}
HA={0.1,2)yB={0,1.2}

Solucion

Representamos gréficamente cada uno de los seis casos sal
que la correspondencia asocia cada elemento de A con su cuaumdo n
B.

b
w.
Es aplicacion sobreyectiva Es aplicacion
o P
N
Es aplicacion inyectiva Es aplicacién



o "

\./ Wi
||

Es aplicacion biyectiva No es aplicacion

4. Seestablece una correspondencia entre los conjuntos A y B de tal
modo que a x € A le corresponde y = x2. Averiguar en cudl de los
siguientes casos la correspondencia es aplicacion y si ésta recibe
nombre especial.

{x|xeN} B={y|yeN}
{x|xe€Z,x#0}  B={y|yeN:y = cuadr. perf.}
o A={x|xeZ} B={y|ye
d)A = {x|xeR"} B={y|yeR"}
e A={x|xeR} B={y|yeR%}
HA={x|xeR} B={y|yeR"}

Solucién

a) Aplicacion inyectiva
Aplicacion sobreyectiva

e) Aplicacion sobreyectiva
1) Aplicacion biyectiva



5. Se establece una correspondencia entre los conjuntos A y B de tal
modo que a x & A le corresponde y = sen x  B. Decir en cudl de
los siguientes casos la correspondencia es aplicacion y si ésta reci-
be nombre especial.

DA={x|xeR"} B={ylyeR"}

2) A ={x|xeR} B={y|yeR}

3)A={x|xeR} B={y|-l<y<l}

HYA={x|0<x<n} B={y|-l<ysI}

5)A={x|0<x<n} B={y|0sys1}
Solucion

Aplicando el mismo procedimiento que en casos anteriores se ob-
tiene lo siguiente:

1) No es aplicacion H_".m tiene imagen)

5) Aplicacion sobreyectiva

6 1 treN U {0} yN U (0} definidas porf(x) =
=2+ lyg=2x-1. ,'Son aplicaciones? ; Qué subconjuntos
S C N U {0} deben tomarse para que definan una aplicacion bi-
yectiva de N U {0} en

Solucién

Para ver si estas dos correspondencias son o no aplicaciones toma-
I deN U{0} i

fye



f es aplicacion inyectiva g no es aplicacion

Para que la aplicacion f sea biyectiva, el conjunto de llegada S debe
de estar formado anicamente por los nimeros naturales impares.

={13.57.9.11,..}

7. Dadas las aplicaciones f: A — B y g: B — C se considera la
aplicacion h: A — C tal que h es el producto de f por g, es decir
h=g-f. Sepide demostrar que si f y g soninyectivas, también h
es inyectiva.

Solucion

Sea fx)=yi y glyn=2
fixg=y: y glyd =22
Por ser f inyectiva: xi # x2 = f(x) # f(x = y1 # y2
Por ser ginyectiva: yi # y2 = g (y) # g(y) =21 # 22
Considerando x1 # x
hix)=g - fx)=glf(x)l=gy) =2
hix =g - f(x)=glf(xdl =g(y) =22
alserzi # 2z = h(x) # h(xa) = hes inyectiva
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Dada: las uphucwnes f: A —Byg B— C scconsidera la
ica — C tal que h es el producto de f por g, es decir
et Sepi quesifygson también

hes sobreyectiva.

Solucién
— Por ser g sobreyectiva: Vze CIyeB|g(y) =z
— Por ser f sobreyectiva: Vy e B3 xe A[f(x) =y
DadoVzeC3xeA|h(x =z
En efecto: h(x) = g - £(x) = (y) = 2 = h es sobreyectiva

— By g: B —C son aplicaciones biyectivas, se

9. Probar que
verifica.

£-1g-t

Solucion

(g7 -

10. Sea la aplicacion f: Z — Z definida por:

f(x)=x2-5x+4
Calcular:
a)f3) Af(x -y
b)f(-2) ef(h)-f(=1
of(x+y) NE=2) =)
Solucion

Dada la aplicacion f (x) = x* — 5x + 4, se tiene:




b)f(=2)=(-2*-5(-+4=18

OFx+y)=(x +y7=Sx+y)+4=
SxP 42y byl-Sx - Sy +4

d) f(x=y)=(x—y)-S(x—y) +4=
Sx -y 4y - Sx+Sy 44

e f(h)—f(=1)=-10

HiCy-t@=20

11, Dadas las aplicaciones f: A — B.

:B—Cyh: C—D por:
f)=x+ligly) =yih@ =+
Demostrar que:

h-g-H=th-g-f

¥ obtener la imagen de 1 en la aplicacién compuesta
Soluciéon

@ 016 = [(h-g) -1

_ep
4
ne = L

12. La comespondencia:

no es una aplicacién de Q en Q. {Qué nimeros es preciso excluir del
conjunto de partida para que la correspondencia f sea una aplicacion?
Solucién
S5x. . ;
Para que f (x) = r—y— €Q el denominador tiene que ser un
némero distinto de cero, luego
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x1-3x+2=0
(=3EVIE -l 2
2 —
El conjunto de partida ser Q — {1. 2} para que f sea aplicacion.

13. Dadas las aplicaciones de Q en Q definidas por:

241 N
fo0 =5 B =20 +x+5

Hallar las aplicaciones: g+ (x) y f-g(x. ;Cuintovale
- £(1)? ;Cudnto vale f- g (1)?
Solucién

3 & - Zx+l_(x¢l’ x+1 o
g f(x)=glf(x)] = gf x2+1)’ x,+])+(x,ﬂ +5=

_Sx 4 2% 4192 + 10x + 8

fg=flgMl=f@x+x+5=

_2@+x+ 5+l

A+l
EFEx+ 41T 2+ x+ 5741

g f()=11

7
gyl
el =

14.  Se consideran las aplicaciones f y g de R en R dadas por
f=x+1

g =x+3
Se pide:

1) Son ™y g ' aplicaciones?



2) Definir la funcién compuesta g - f
3) Definir la funcién compuesta f - g
Solucién
1) £ 7' (% = x — 1 es aplicacion
87" (x) = VX = F no es aplicacion
g f=x1+2x+4
Hf-g=x+4

15. Se consideran las aplicaciones de R en R siguientes:

i =-+
x

filx) =x hm=% f3(x) =

Se pide escribir en una tabla de doble entrada todas las funciones
compuestas:

Solucion

16, Dados los conjuntos
V = {a.e.i,0.u}
N=1{1,2,3,4,5.6}
C={m.n.p.q}
Se consideran las aplicaciones f: V — N y g: N — C definidas asi:
f@=1f@=1fi)=2f()=3fwu=4
g =mg@)=ngB=pe@=0205=986=9q
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Se pide construir la aplicacion h: V —Cssiendoh = g- f. ;Quétipo
de aplicacion es h?
Solucién
Dh@ = nh()=phw=q
2) La aplicacion h es sobreyectiva.

17, Sean las aplicaciones f y g de Q en Q de Ia forma
Nx)=%fx g(x):zxz,%

Se pide:

1) Hallar £~ comprobando que f~" -f (x) = x

2) Probar que g no es inyectiva dando dos valores a x que tengan la

misma imagen.

3) Comprobar que:

B0 _ g 4
)

siendo a y b dos nameros enteros.
4) Comprobar que:

g -f(=ax?+bx+c
siendoa, b y ¢ nimeros enteros.

Solucin
Nt ~Zl~x

1

T

3 = noesinyectiva

1 1
)= =e —(—x) =
x) (1‘ x) 7 ( X) =x

HED 2 —asee




g -fx)=2x ——;l = l%fxl=2x1+x -1=

18. Dados dos subconjuntos A y B de X, se considera la aplicacion
XY
Demostrar: f (A U B) = f (A) U (B) cuando f es s6lo aplicacion.
Solucién
Aplicando la propiedad antisimétrica de la inclusién vemos
Df(AUB) Cf(A)UTB)
Vyef(AUB =3 xeAUB|f(x) =y

XeA y=f(x)ef(A)
XeAUB = o = o = yef(A)UF(B)
xeB y=f(x)ef(B)

2)f(A)UfB) CFAUB)
—_— IxeAl|f(=y
f(AUfB) = ° =
Vyef(A)Uf(®B) yorm IxeB|f(=y

= 3xeAUB|f()=y = yef(AUB)
Por tanto

f(AUB) =f(A)U(B)

19. Dados dos subconjuntos A y B de X se considera la aplicacion
XY



Demostrar que f (A " B) C f(A) N f (B) cuando f es s6lo aplicacion.

Solucién
Vyef(ANB =3xeANB[fx)=y
xeA y=fxef(A)
SixeANB ={ y y
eB y=fxef(B)
~yel(A)NTB)
Por lo tanto

f(ANB) CHANTB
20. Dados dos subconjuntos A y B de X, se considera la aplicacion
f:X =Y
Demostrar que f (A ( B) = f (A) N f (B) cuando f es inyectiva.
Solucion
Aplicando la propiedad antisimétrica de la inclusion
Df(AN B) C(A)Nf (B) ya se ha demostrado en el caso anterior.
2)£(A) N £(B) C F(A N B) siendo finyectiva

yef(A) IxeAlfx)=y
Vyef(ANfB) = e

= y
yef(B) IxeB|fx)=y
Al'ser finyectivay = £ () = f (x) = x =
esdecir IxeANB[f(x)=yef(ANB)
Por lo tanto si f es inyectiva

f(ANB) =fANTB)




21. Dada la funcion f: R — R definido por
@

2 (x-3)

1) {Qué valores hay que excluir del conjunto de partida para que la

funcién sea una aplicacion?

2) Cuil es la antiimagen de 17

f(x) =
x) T

Solucion

1) El conjunto de partida es R — {2,3) ya que parax = 2y
x = 3 se anula el denominador.

2) Haciendo
53 3
22. Dada la funcién f: R — R definida por
ty=X=2
x=1

1) ¢Qué valores hay que excluir de R para que la funcién sea una
aplicacién?

2) ¢Es aplicacion inyectiva?
3) (Cual ser la antiimagen del nimero 4?
4) (Cuénto vale {2 Comprobar que f~*- f = identidad.

Solucién
1) Para que la funcion sea aplicacion habri que eliminar del conjunto
de definicién el nimero 1 ya que
f)¢R
Por tanto es aplicacion
£R- {1} =R

2) Para ver si es inyectiva

fx) = f(xa) = x1=x2



Hx-)-lm]:’"”f :37"_;]2=
2

Mixe-In-2e+2=3x -2 -3at2ex=x
Loes.
3) La antiimagen de 4 se obtiene asi
f0=4
x-2
x-1

=4=3x-2=4x-4=>x=2

4) Para hallar £~ hacemos

fx) = x427y=3x72~xy7y

Comprobemos: " - (x) = x

Cof =) = (3222
x=1

23. Dadas las aplicaciones fy gde Z en Z mediante f(x) = x + 1,g(x)
=x? - 3. Se pide:

1) Obtener las correspondencias ™' y
2) Decir qué tipo de aplicaciones son f, g, "
3) Obtener el producto, g - £, f

4) Obtenerg - £ (5) yf-g~" (1)

Solucién
Dfm=x+l=y=sx=y-lofim=x-1
g =x1-3=y=x=\y+I=g ' (0=VE+]
2)f es aplicacion biyectiva
g es aplicacion solamente
£ es aplicacién biyectiva
g es una correspondencia, no aplicacio
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L«

gl =glf (] =g(x+1)=(x+ 1 -3 =xT+2
fgx=flgol=f¢-3)=(x=-3+1=x
fEt=fIfFtml=fx=-D=x=-h+1=x
glE =gl gl =g (=) = VT =) +3=x

9 oe =gl ml=gx-h=x-1-3=

-2%-2

g f (5 =5 -2x5-

fg'=flg ' =f(VXFH=Vx+3+1

fg M =VI+3+1=2+1=3

2

2. DadalaaplicaciondeQ x QenQ definidaporf(x.y) = x* + y;yla
aplicacion g de Q en Q definida por g (x) = (2x + 6. x* +3).
Hallar.

Deg-f(x.y)deQxQenQxQ
2)f-g(x)deQenQ
3gf(l2)

H9f-g O

Solucién
De-fixy) =@ +2y +6x 4y + 27y +3)
2)f-g (x) = 5x* + 24x + 39
3e-f(l,2) =212
g =39

25, Dadas las aplicaciones f (x) = 3x* = 1 y g(x) = —x + 3 del
conjunto R en si mismo, se pide
1) Estudiar cada una de las aplicaciones
2) Estudiar la aplicacion compuesta g - f
3) Estudiar la aplicacion compuesta g f g ="
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Solucién
1) Laaplicacionf (x) = 3x? - 1 no es inyectiva puesf (x) = f(=x) y
tampoco es sobreyectiva pues
~1<x <0 UR’
La aplicacién g (x) es biyectiva.

Imf=

2) La aplicacién compuesta g - f
g fx=gBx-N)=-0Gx2-1)+3=-3x2+4

estando el coni formado por
Im (gD ={x|-0<x<4)

3) Laaplicacion g - f - g™' se obtiene asi

B0 =-x+3=y=x=3-y=g(

Por tanto
gf - glm=g-f3-x=eBB-x'-1=
=gI3x2 - 18x +26] = — (3x2 - 18x + 26) + 3 =
=418 -23

26. Dadas las aplicaciones f(x) =2 = Xy g (x) = 1del conjunto R

en'si mismo, se pide

1) Estudiar cada una de las aplicaciones
2) Estudiar la aplicacion compuesta f - g
3) Estudiar la aplicacién compuesta f - g -~

Solucién

1) f es aplicacién solamente
g es aplicacion biyectiva
2)f - g(x) =~
3) No existe aplicacion compuesta f-g-f~! pues f~1 no es
aplicacion.

27, Definimos las siguientes aplicaciones en el conjunto R de los
nimeros reales
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f:x =20

X —xt

hix —2x
Calcular:

Solucién
Diegh (0= -8 @0 = (@03 =fx) =2+
2)h-g-f (x)=h- g2 =h@y=2""
hih-g-f(x)=h@ " =2

28. Dadas las aplicaciones f(x) = 2 — Xy g (x) = L;-‘_ del conjunto
de 10s némeros reales en si mismo

1) Estudiar las aplicaciones f y g
2) Estudiar las aplicaciones g - 'y g ™' « f

Solucién
1) f es aplicacion solamente
g es aplicacion biyectiva
2) " no existe y por tanto g - f ~* tampoco
g7 =7-3x

29. Dadas las aplicaciones f y g de Q en Q

-2

£

g =

Completar la siguiente tabla

7



f0 | B | &8€00 | F-g(0 [NOTAS

“Tomar s6l0
el valor — de x

Tomar s3l0
Jun valor de x

“Tomar uno sélo
de los valores de x

fog 1-2¢
Por tanto

axt -1 1
=0= =0=x=%_
g =0 — 0=x 3

=1
(=202 -1 -
g-f(=4= -4 =
2 {x=2
x=12

fg=-T=1-2x=-T=

El cuadro quedaré asi:
o[ f e |8t |few
BT ErR '
w | - EE
-2 | - || om

d-202-1
“=3
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30. Dadas las aplicaciones
fx)
fogog=x'=3x+3x -1

x

Encontrar el valor de g (x)

Solucién

Hacemos: f (x) X = x =V =1 =vVX

Ademis
(gl ) = [0 gl (x) = [i 8] (1) = g(x)
luego
g =" (gl =1 (¢ =3 +3x = 1) =
ST IR - T=ya =T =x—1
gx) =x—1

31. Dadas las aplicaciones

(8-f1(x) =2x2 +6x +9
g =2x-1
Hallar f (x)
Solucion
TS|
et =t~

fo=l@" g =" @M=
(x4 6x+9) + 1
2

g x4+ 6x+9 = =x+3x+5



4. Numeros naturales

CONCEPTOS TEORICOS

— Definicién de nimero natural: Es el cardinal de la clase de equiva-
lencia definida en el conjunto universal por la relacion de coordinabili-
dad.

N={1.2.3,4,5, )

— Suma de niimeros naturales: Dados dos conjuntos A y B finitos y
disjuntos, siendo n (A) = a y n (B) = b, se define:

a+b=n(AUB

— Producto de nimeros naturales: Dados dos conjuntos A y B,
siendo n (A) =ayn(B) =

axb=n(AxB)=n(A) xn(B)
— Estructuras

(N, +) es semigrupo conmutativo

(N, ) es semigrupo unitario conmutativo

(N, +, x) es semianillo unitario conmutativo

— Axiomitica de Peano

1) Uno es un nimero nawral: 1€ N

2) Acada
é univocamente determinado

SixeN=sgxeN



3) EI 1 no tiene precedente

VxeN sigxzl
Es decir sg (pr x) =
4) De la igualdad

sex=sgy=x=y

5) Axioma de induccién completa. Si de un conjunto C de nimeros
naturales (C C N) se sabe que cumple las dos condiciones:

— El ntimero 1 € N
— SixeC = sgxe C, entonces todos los nimeros naturales
pertenccen al conjunto C (N C C) y entonces C = N.

6) Suma: A cada par de nimeros naturales x, y corresponde univo-
camente otro nimero natural designado por x + y construido asi:

x+1=sgx VxeN
x+sgy=sgx+y)Vx,yeN
7) Producto: A cada par de nimeros naturales x, y corresponde
univocamente otro niimero natural designado por X X y construido
asic
xx1=x xeN

XXsgy=xxy+x VxyeN

PROBLEMAS

1. Demostrar que sia <byc < dsiendoa, b, c,d e N se verifica
a+c<b+d
Solucién
Sia<b=3peN|a+p=b
Sic<d=3qeN|c+q=d
Sumando m. a m.
atptc+g=b+d



de donde
at+c<b+d

2. Demostrar que si,a <by ¢ < dsiendo a, b, c, d € N se verifica

ac<bd
Solucién
Sia<b=3peN[a+p=b
Sic<d=3qeN[c+q=d
multiplicando m. a m. ac +aq +cp+pq = bd
de donde

ac < bd

3. Demostrar que para nimeros naturales a y b no puede valer
a<b<a+l

Solucion

Sia<b=3neN|a+n=b

Sib<a+l=3peN|b+p

sumando m. a m.
atb+n+p=b+a+l
de donde:
n+p=1
Comon, p & N el menor valor que puede tomar tanto n comop s 1,
it ek Tmpeal,

4. Demostrar que si n es el producto de dos nimeros naturales conse-
cutivos 4n + 1 es cuadrado perfecto.

Solucion
Liamando n=x(x+1) con xeN



Se cumple:
dnt l=dx(x+ D+ 1=dxT+dx+ 1 =2x+ 1)?

5. Basindose en la axiomatica de Peano, demostrar:

sga+b=a+sgh

Solucion
Por la definicion de suma
sga=a+l
a+sgb=sgla+b)
Por tanto
sga+l=sgisga)=sgla+)=a+sgl
parab = 1
En general para b
sga+b=a+sgh
Supuesta cierta esta igualdad para el némero b, vamos a demostrar
que también es cierta para sg
sga+sgb=sg(sga+b)=sg(a+sgb)=a+sg(sgh)

6. Basandose en la axiomatica de Peano, demostrar

l+a=a+1

Solucion

Para a =1 laigualdad es cierta
Supuesta cierta para a, lo serd también para sg a

I+sga=sga+1
En efecto
Sabemos que (1 + sga) = sg (a + 1)
luego
l+sga=sga+l)=a+sgl=sga+l
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7. Basindose en la axiomatica del nimero natural dada por Peano.

demostrar

@+b+c=a+b+o
Solucién
Para c=1

@+b)+l=sg@+by=atsgb=at(b+1)

Supuesta cierta para ¢
@+b+c=a+b+o
también lo sera para sg ¢, es decir
(@+b)tsge=a+b+sgo

Por definicion de suma: ~ a +sgb = sg (a + b).
(a+b)+sge=sgla+b)+cl=sglat(b+c)f=a+sgb+c)=

=a+(b+sgo)

8. Basindose en la axiomitica de Peano, demostrar
(ab) ¢ = a (bc)
Solucién
Para o=l
(ab) x 1 = ab
que es cierta por la definicion de muliplicacion

abx 1)

Supuesta cierta para ¢
(ab) ¢ = a (bc)
para sge es
(ab) sgc = a (bsg ¢)

Por ser: a sgb = ab + a, resulta

(@b) sg ¢ = (ab) ¢ + ab = a (bc) + ab = a (be + b) = a (bsg ¢)



9. Basindose en la axiomatica de Peano, demostrar
(@+b)c=ac+be
Solucién
Para c =1, aplicando la definicion del producto
@+byxl=a+b=axlsbxl
Supuesta cierta para ¢
(a+b)c=ac+bc
vamos a demostrar que también es cierta para sg ¢
(a+tbysgc=asge +bsge
Por el producto: asgh =ab +a
Por tanto:
(a+bysgc=(a+bjc+(@+tb=ac+bc+tatb=

= (ac +a) + (bc + b) = a sgc + b sgc

10. Demostrar que dentro del conjunto N de los nameros naturales, la
relacién < es transitiva pero no reflexiva, ni simétrica.
Solucién
Sean a.b,ceN
— Transitiva:

Sia<byb<c=a<c

En efecto
Sia<b= JpeNja+p=b
Sib<c= 3qeN|bsq=c
Sumandom. am. a+b+p+q=b+c

Simplificando =a +(p+q =c=a<c
— No es reflexiva:

8



de donde (m - n)* >0

SiaeN <apues
tal que

a+p=a
cosa que es imposible

— No es simétrica:
Tendria que ocurrir que siendo a, b e N
a<b=b<a
Perosia<b= 3peN[a+p=b
sib<a= 3qeN|b+q=a

y de la primera no se puede obtener Ia segunda igualdad

11 Siendo m y n dos nimeros naturales, demostrar que
m'<mn<n? sim<n
Solucién
Sim<n= 3peN|m+p=n
Si multiplicamos los dos miembros de la igualdad por m resulta
m4mp=mn=>m<mn ()
Si multiplicamos los dos miembrosdem +p=n por n resulta
mn+pn=n=mn<n (2)
De (1) y (2) podemos poner

m<mn<n?

12. Siendom y n dos nimeros naturales distintos se cumple siempre

m? + n? > 2mn

Solucion

En efecto m? + n? > 2mn = m? + n? — 2mn >0

cosa que siempre ocurre siendo m # n



13. Aplicando el principio de induccién completa demostrar
1+2+43+

Solucion

Paran =1 resulta |=—— 1 =1

Paran =2 resulta 1+2=

33+0)
Paran =3 resuta |+2+3=———
Supuesta cierta para n = h
hh+ 1
1|

Vamos a demostrar que también es cierta paran = h + 1.
h+ 1) th+2
|+z+3+”.+n+m+n¢$
En efecto

hh+1)
142434t haht ) === 4 h+D =

hh+ ) +2th+1)  (h+Dh+2)
B

14 Demostrar por el principio de induccion

e+
By e L DGR D)
6
Solucion
Ix(1+h@2+1
3

2xQ2+ @+ 1)

Paran =1 resulta 1®=

Paran =2 resulta 12422




Supuesta cierta para n = h

[ U L1

+1)@2h+ 1)

€

Vamos a demostrar que también es cierta paran = h + |

En efecto
P4+24+3 4 b2 s+ 2=

€

_th+DIh@2h+ D) +6h+ D _(h

hih+1)h + 1)

+h+ )=

h(h + 1)2h+ D+ 6(h+ 1) _

+D@h2+Th+6)

6

€

_th+Dh+22h+3)

6

15, Demostrar por el principio de induccion

P42 434 4t

Solucién

n(n+1)2

7

cierta paran = h + 1.

h
Ba2h el

+ 03 h + 22

16 Demostrar por el principio de induccion

Ix2+2x3 4. 4nm+ )=

Solucion
Paran=1 resulta 1x2=

Paran =2 resulta 1x2+2x3=

Ix(A+h(+2)

n(n+n+2)
3

2

2x2+h2+2
3



Supuesto cierto para n =

1
Ix2+2x3+..,+h(h+l):w

Vamos a demostrar que también s cierto para n = h + 1
Ix242x3 4 +ht+ ) +h+Dh+2)=

I (h +2
=M+_’ s+ =

_hh+ D+ +3(h+1) (h+2)

h + 1) (h +2) (h +3)
3

17. Demostrar por el principio de induccién

1x2x3+2x3 x4+ tnm+D@O+2) =
)M+ m+3)
B

Solucién
Seaplicael imi i n=h+l
resulta
IX2x342x3x4+ . +h+DO+Y0+3)=
DBt N+
4

18, Demostrar por el principio de induccion
= n _nm+1)

@n-Den+ 1) 20n+0)
1(1+1) 1

Tx3 2@+1) 3
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2 22+10) 3

Paran =2 resulta

Supuesto cierto para n
v, o2 I heh+ 1)
3 axs Tt o) 2@

Vamos a demostrar que también es cierta para n = h + 1

N h LR
@h-h@Eh+ 1) @Gh+h@Eh+3)
hh+ 1) o+ 12

TTansn TBrneEy
R D@h+H 2k IR
B 2(2h + 1) (2h +3) -
e+ DER M DCht B2

2(Zh+ 1) (2h +3) 2(h+ 1) (2h +3)
_ 4D+
T T 2th+))

19. Demostrar por el principio e induccién
% 1 __n
o+ e+l

Solucién
plicando ¢l irmilento anteri iprueba que es cierta la
igualdad paran = h + 1
1 1 1 1 h+1
X2ttt e Thenmed) hE2

20. Indicar cuales de las siguientes expresiones son ciertas en N
1) Vabe = V@ + VB + AV
2) Vabe = Vax Vb
3) Vb = Vab x Ve



4 VA® 0 = Vab + Vac

5) Varbhcrd=Varbhe+Varbd

6) VETB©Td = VAThx Ve T

7) ViaFrbhicrd =Vatbxve+Varbx Vi
8 Varbcrd=Vatbcr@rbd

Solucién
Aplicando las propiedades de la radicacin de nimeros naturales.
son ciertas las siguientes expresiones

Vabe = Vi x Vbe
Vb c+d =Varbx Verd
VEaFhcrd=varber@arbd
21, Indicar cuiles de las siguientes expresiones son correctas en N
) VEFbc=VaThx Ve
2) Va+bhc=(va+ Vb x Ve
3) VaFhe=Vex Vath
4) Via+bc=vac+ vbe
5) Va(b'x o) = \ab x vac
6) Vadlxo = Vabx Vo
7) VAT G =be VA
8 Valbixo=bvive
Solucidn
Son correctas 1). 3), 6) y 8).
22, Indicar cudles de las siguientes expresiones son ciertas en N
1) Vam+ = Vam+n
2) Vam+mP=am+n

8



3) Vatm+n) =mVa+nVa

4 Vaim+n? = vam + van

) Vab(m + ) = Vabm + vabn

6 VabmEm = VA x VAT
Solucion

Son ciertas

VAT T = VA(m 4 m = m Vi +n VA
Vab(m +n) = Vab x Vi ¥ 1

23, Indicar cuiles de las siguientes expresiones son ciertas en N
1) Vab—ac= Vab - vac
2 Vb Tm=Vix VhTT
3) Vab—ac=1ax V- Vax Ve
4 vab—ac=\F-cx Vi
5) VAT @ = Vax VE(Vp+ VA
6 Vb +a=vaxvhxVhra
Solucién
Son ciertas 2).4) y 6).







5. Sistemas de numeracion

CONCEPTOS TEORICOS

— Expresion de un nimero natural n en una base B > 1.
n=c.B‘+r.B“"+r, VB gL 4B BT
:ndo 11 7 los restos sucesivos obtenidos al dividir por B el
numern ny C, el dltimo cociente.

— Otra forma de expresarlo

n=6 oy

aTnng
Siendo 1 = unidad de primer orden
12 = unidad de segundo orden

— Enuna base B > 1

Cada B unidades de primer orden hacen | de segundo orden
Cada B unidades de segundo orden hacen 1 de tercer orden

Cuando la base B es mayor que 9 se utilizan

10 =a
n=p
2=y



PROBLEMAS

1. Dado el nimero 234501, expresarlo
a) En base decimal
b) En base 3
¢) En base 8

Solucion

a) Teniendo en cuenta que un nimero n expresado en base B se
escribe:

=n+Bn+Bn+Bir+..
resulta

234501 =1+6x0+6x5+6 x4+6'x3+6x2=
= 20485

b) Pasamos de base 10 a base 3 obteniendo los restos sucesivos.
20485 3
2 68 3

08 08 2276 |3

25 2 17 783

118 2615 2523

12 84 3
2 0n %

01

o wfE

3
3
01

Por tanto 234501, = 20.485 = 1001002201,

) Pasamos de base 10 a base 8 obteniendo los restos sucesivos.

234501, = 20485 = 500055



2. Dado el niimero 325476 expresado en base decimal. se pide expre-
sarlo

a) En base 5
b) En base 12
©) En base §

Solucién

Aplicando el procedimiento anterior. resulta:

) 325476 = 1173544,

3. Efectuar en las bases que se indican, las siguientes sumas
a b)
2143012, 4267023,
+ 1212034 ¢ + 5602347,
— 5762314,
P P
45694321, 250234,
+25761430,,, 302345,
5672030414 + 103210,
T et 543210,
Solucién
a) b)
2143012, 4267023,
+ 1212034, + 5602347,
3410101, 5762314,
20053706,



<)

45692321,
+ 25761430,
56720334,

T16280043,,,

4
a)
423503,
+ 264235,
<
42a1508,,,
+ 2983al7,y;
1542308,
Solucién

d)

Efectuar en las bases que se indican las siguientes sumas:

b)
274513,
+ 263027,
321055,

4
101021,
102122,
+ 220122,
221l

a) 1021041,
b) 868606,

<) 8617712,,,
d) 2021100,

5. Efectuar en las bases que se indican, las siguientes restas

a)

4236207,
— 2345052,

90

b)

oSTIR
— 1689328,



Solucién

a) b)
4236207, aST32P8,
— 2345052, —~ 168932,
1671135, BauSp8Y, 1,

6. Efectuar en las bases que se indican, las siguientes restas:

@ b)
s, 6253205,
- 35276254, = e
Solucién
a) 48288865,
b) 4520221,
7. Efectuarenk
0 b)
50427, 2130213,
X650 X 213,
Solucion
a) Kl
50427, 2130213,
X 655 x213,,
14212563 2is0ats
16563212 10321032
2020447035 1133123301,
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8. Efectuaren as ba

a) 5
432013, 27804315,
X 24, X 4675
Solucidn

) 23023422,
b) 14606461648, ,

9. Efectuar en las bases que se indican las siguientes divisiones:

a b
120210, | 2,5 254610, |53,
Solucidn
a)

22 x 1 =2,
2 x 2= 11,

21220,




b)

2546210,- |53,
-m 30255
3%
305
mn
-136
K

53,- xﬁ—é“

Cociente = 34255,,
Resto

10, Efectuar en las bases que se indican, las siguientes divisiones:
a) b)
5621203, 2132425, |34,

Solucion

a) Cociente = 1115600, y resto
b) Cociente = 34114,y resto = 21,,

1. Calcular en base n > 3 el cubo de aa,, siendo:

a=n-lLb=n-2yc=n-3

Solucién

a,=an+ta=(m-Dhn+m-h=n-n+n-1

laa !

0 = 1) = n® — 3n + 3n2 —

= (Sumando y restando n y n) =
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—nf—nt4nt-3nt+2nbni-n+n-
- +ntn-3+ntx0+mx2+nm=D+m-l)=
=an® +cnt+ 0 x n' + 2% + an + a = ac02a,

12. Enun sistema de numeracién de base n con las cifras
-3m>3)

n-lb=n-2yc

Demostrar:

Ia=bl,

2)a' = c2a,

3axb=c2,

Solucion

Dal=(m-1P=n-2n+1=n(n-2)+1=bl,
2at=m-1P=n"-3n+3n-1=n(-3)+2n+Mn-1)=
=2
Haxb=m-h-2=n-3n+2=n(-3+2=c2,

13. Determinar el sistema de numeracion, de base menor que 10, en el
cual Ia diferencia entre el nimero formado por cinco cifras conse-
cutivas escritas de mayor a menor y el formado por las mismas
cinco cifras en orden inverso es 4 164 3, y calcular ese nimero.
Comprobar que. encontrando n, hay dos valores para el niimero

Solucién
El namero esta formado por:

Por tanto

edcba,, — abede,, = 41643,



desarrollando
(a +bn +cn? +dn’ + en’) — (e + dn + cn’ + b’ + an?) =
=3 4+4n+6n2 40t 4 dnt
@+ hn+@+n+@+I)n+@+dnd -
~a+dHh+@+Hn+@+Yn’+(a+ )n'+an’]=
=3 4404607+ 0 4 dnt
Operando resulta:
atan+n+an? 4200 4 an’ + 300 + an® + dn

—a-4—an—3n-an’ 207 - an’ -’ - an

+4n 460+ 0° + dnt
de donde:
n ~ 602 — 6n 7

Por Ruffini:

40+ 1 =0 n = raices imaginarias
Labaseesn =7
Dando valores a a se tiene:

—Paaa=1l=edcba =52,
—Paraa=2=cdcba,, = 65432,

Estas son las dos soluciones que existen ya que paraa = 3 resultara
= 7. cosa imposible por estar el nimero dado en base 7.
14. ;Cudl es el dltimo nimero de la tabla de sumar y el de la tabla de
multiplicar en el sistema de base B? Aplicarlo para B = 7.
Solucion
) Suma: (B~ 1) + (B~ 1) = B + (B ~ 2

=1(B=2



b) Producto: (B~ 1) x B~ 1) =B~ 2B+ | =B(B-2)+ 1 =
=B=21,

En base B = 7

a)Suma: 6 +6 = 15,
b) Producto : 6 x 6 = 51,

15, Determinar todos los nimeros que en el sistema decimal se escri-
ben con tres cifras y que en el sistema de base 7 tiene también tres
cifras, respectivamente dobles de aquellas.

Solucién
Sea el nimero N = ¢ ba,jo que en base 7 es
N = (2¢) (2b) Q2a)»
Desarrollando
a4 10b + 10 = 2 + (2b) 7 + (20) 7
a+ 10b + 100c = 2a + 14b + 98¢
de donde

a=2-4b=2(c-2b)

Resulta que a = 3 pero su doble tiene que ser inferior a 7, por tanto
s6lo puede ocurrir quea = 00a = 2.

—Sia=0=c=2=

b=0y c=I
—Sia=2=c=Z+I={b=1y c=3

b=2y c=5



Las soluciones posibles son:

N =210,
2N
HN
HN =312,
SN

de las que s6lo son vlidas primera, tercera y cuarta pues al tomar de la
segunda, quinta y sexta el doble para expresarlo en base 7 resultan
superiores a la base.

Las soluciones son:

N = 210,,, = 420,,
N = 102, = 204,,
N =312, = 624,,

16, Elnimero 51 escrif ierta base x equivale al 4

una base que tiene una unidad ms. Hallar a qué nimero equivale
en base decimal.

Solucion

Sly=44,.,
T+Sx=d4+4(x+D)=x=7
Sl =44 = 36

17. Un mismo nimero N expresado en un sistema de numeracion de
base n esti representado por 435 y expresado en base n + | esti
representado por 326. Determinar n y la expresion del nimero en el
sistema decimal.

Solucion
N =435, = 326,,.,
S+dn+an=6+2m+ ) +3m+ Iy
Sn-6=0=n=6yn=-1

Labaseesn =6



= 167

Por tunto
=435, =543 x6+4x6

n se verifica 2311 = 4327

18. ;En qué base de numera
Solucion
Llamando n a la base
311, = 43,2
140432+ 2 =3 +4n)
2 - 132 - Bn -8=0
1

n s.n:flyn:—i

Labaseesn =
19, Los nimeros 123, 140 y 156 estan en progresion aritmética. Hallar
en qué base estan escritos dichos nimeros.

Solucién

En base n se tiene

123, + 156, = 2 x 140,
2x (4n +n?)

(3 +2n+ 0 +(6+5n+n)
n=9

Labaseesn =9
20. Hallar la base del sistema en el que el nimero 551 representa el

cuadrado de 23.
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Solucién
551, = (23,1

x=8yx=-1
Labase es x =

21, Un nimero de tres cifras en el sistema de base 7 tiene sus cifras
invertidas cuando se le expresa en base 9. ;Cudl es el namero?

Solucion

El nimero en base 7 cs N
El nimero en base 9 es N =

Se tiene
cba; = abe,y
a+Th+Tc=c+%+%%
80a + 2b = 48¢

b = 24c - 40a =8 (3¢ — 5a)

Como a, by ¢ tienen que ser digitos inferiores a 7

3c-Sa=0=c=5 ya=3

El nimero es N = 503, = 305,,

22, Se establece un sistema S de numeracin cuyas cifras son las 26
letras del abecedario (no se incluye ch. Il, w) con las siguientes

equivalencias:
a=0b=lc=24d 24,2=25
Se pide:
1) Representar en dicho sistema el nimero 1947 escrito en el sistema
decimal.
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2) Expresar en el sistema decimal y en e sistema de base 8 el namero
expresado en el sistema S por: «pais».

Solucién
1) 1947 = cvx0
2) pais 13 = 19+ 8 X 26 + 0 x 262 + 16 x 26° = 281.443

23, Reconocer que el niimero A = 13542, es divisible por el nimero
B = 122, para todo valor de n > 5. Encontrar el cociente A : B.
Solucién
A=13882 =2 +4n+ 50 + 300 4 ¢
B=12,=2+2n+n
A:B=(n*+3n+ 50 +4n +2):(n? + 2n +2)

Dividiendo
A:B=ni+n+ =111,

Podemos poner que
(*+3n' +5n2 +4n +2) =(n? + 20 + 2) (¥ 4+ n + 1)
13542, = 122, x 111,
Luego

A:iB = 13842,: 12, = ll,(0>5)



6. Divisibilidad en N

CONCEPTOS TEORICOS

— Miiltiple: Dados a,beN,a=bsi3neN|a=bn

— Divisor:Dados a,be N ab siIpe N |b =ap

— Expresion de un nimero n descompuesto en factores primos
n=p}' p¥..p¥

— Niimero de divisores de n: N = (a1 + 1) (2 + 1) ... (2 + 1)

- 0 comiin divisor (D) de dos niameros es el mayor de sus
divisores comunes.

inimo comiin mitiplo (M) de dos nimeros es el menor de sus
miiltiplos comunes.

— Teorema fundamental: M x D = a x b
— Algoritmo de Euclides: D (a, b) = D (b. 1) siendoa = bq + r

— Niimeros congruentes: Dados a.be NymeN

bmea-b=m
ay b son congruentes si dan el mismo resto al ser divididos por m.

— Restos potenciales: Los restos que se obtienen al dividir las poten-
cias de un nimero B por otro m se llama restos potenciales de base B
respecto al modulo m.
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— Criteril livisibili Todo nescrito en
base B puede expresarse

S Ut U UG+ Gy (m)

siendo u, las unidades de distinto orden y r, los restos potenciales
modulo m.

Siel

PROBLEMAS

1. Scanm y n dos nimeros naturales. tales que m >ny m — n = 10.
Determinar dichos nimeros sabiendo que m* — n? = 1940.

Solucion

m? = n?=(m+n)(m-n)= 1940 = 22 x 5 x 97

Como m — n = 10 hacemos

2x5=10
2% 97 =19

yaquesi m>n=m+n>m-n

m-n

m+n

Resolviendo el s

stema
m=102 y n=9

2. Determinara y b en el nimero natural N = aba siendo dicho nimero
divisible por 3 y por 11.

2a+b

2a-b=
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Delaprimerab = 2 = 4a = 3 luegoa = 3 y el nimeroes N = 363,

Del sistema segundo b = 2a ~ 11 = 4a — 11 = 3luegoa = 8y el
nimero es N = 858,

3. D:moslmr que siendo n un nimero natural cualquiera. la expresion
= 0% — n es miltiplo de 1
Solucién
Se tiene
N=n'-n=n(-Nh=nm+1)@n-1)=
=nm+ D+ hn-h=m-hnm+hm+1)
=2x5.

Por otra parte: |

Ademis(n — 1).n.(n + ) son tres niimeros consecutivos. por lo que
siempre hay un matiplo de 2.

Para demostrar que N = (n — 1) n (n + 1) (n* + 1) es maltiplo de 5.
puede ocurrir

—Quen=5=n'-

—Quen=5+1=n-1=5

—Quen=5-1=n+l1=3

—Quen=5+2=n+1=G3+22+1=(p+2x(H2+2+ 1=
=3

—Quen=5-2=nt+1=(5-22+1=(32-2(5)2+42041=
=3

Porlo tanto N = n* ~ n es milltiplo de 2 y de $ resultando siempre

milltiplo de 10 para cualquier nimero natural n.

4 n;...., trar i ualquiera, |
=020+ 1) (T + 1) es siempre miltiplo de 6.

Solucién

Como 6 =2 x 3 ¢l niimero dado tiene que ser miltiplo de 2 y de 3.
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1) Para ver que N = n (2n + 1) (7n + 1) = 3 puede ocurrir
@n=2y ha=2+1
@Sin=2=n2n+ )+ =320+ H(n+D=12
b)Sin=241oTn+1=72+h)+1=Tx2+7+1=2
luegoN =n@n+1)(Tn+1)=3
2) Para ver que N = n (2n + 1) (7n + 1) = 3 puede ocurrir
an=3bn=3+1y gn=3-1
@Sin=3=n2n+)(Tn+n=3Cn+h(Tn+h=3
psin=i+iemit=20+n+1=2x3s2+1=
oS 1T+ 1=T3-D+1=Tx3-T+1=
luegoN = n (20 + 1) (7n + 1)
ComoN = n(2n + 1) (Tn + 1) es miltiplo de 2 y de 3 resulta
N=n@n+)(n+1)=6

5. Dados los niameros 328 y 178, encontrar todos los médulos respecto
de los cuales estos nimeros son congruentes.
Solucidn
328 = 178 (m)
328-178=m=150=m
Por tanto m es un divisor de 150
150=2x3 x5
luego
D (150)= {1, 2,3, 5.6, 10, 15, 25,30, 50, 75, 150}
son los posibles valores que puede tomar m.
6. Dadas las congruencias
824 = 128 (m)
465 = 225 (m)



calcular los posibles valores de m.

Solucion
824 = 128 (m) 824~ 18 =m 69 =
465 = 225 (m) 465 - 225 =m 240 = m

mseraalavez divisor de 696 y 240 porlo tanto sera divisor de sum.c.d.
m.c.d. (69, 240) = 24 = 2* x 3
Los divisores de 24 son

D(24) = {1.2,3,4,6,8, 12,24}
cualquiera de estos nameros es el valor de m.

7. Deducir el criterio de divisibilidad por 13 en el sistema decimal y
determinar el valor que debe darse a la cifra «a» en la expresion
2345a78 para que resulte un nimero divisible por 13.

Solucién

Por restos potenciales

1a3)
10=-3(13) 1000000 |13
9= —4(13) % 76923
120
2= 1013 30
100= 3013 40
10°= 4.(13) !

100 = 1(13)

nEwtmn b mn e+




siendo r1. 2, Ty, ... los restos potenciales modulo m

n= w - 3uz - dus - ue + 3us + dug (13)
Elnimero 2345478 il 13
Ix8-3x7T-4a-IxS5+3x4+d4x3+1x2=13

8-da=DB=a=2

El nimero es
2345278

8. el criterio de divisibilidad por 7 en el sistema decimal y
determinar el valor que debe darse afa cifra «m» para que el nimero
natural N = 429 m 15 sea divisible por 7.

Solucion

Por restos potenciales
0= un 4 30 + 20 - e = 3us - 2ue +ur ()
IxS+1x3+2m-1x9-3x2-2x4=T=m=4

El nimero pedido es
N = 429415

9. Dado el nimero N = bbaa, se pide:
1) Demostrar que N es divisible por 11
2) Caleular el cociente N : 11

3) Expresarlaigualdad que relaciona a y b para que el cociente N : 11
sea también divisible por 1.

Solucidn

1) El niamero N = bbaa es divisible por 11, pues
(@+b)—(a+b=0

Ia diferencia entre los niimeros que ocupan lugar par y los que ocupan
lugar impar es cero
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2) El cociente N : 11 se obtiene asi:
N =a+ 10a + 100b + 1000b = lia + 1100b = 11 (a + 100b)

N:ll=a+ 10% = boa
3)N 1 11 = bla y este nimero sera divisible por 11 si
a+b=11
10. Calcular i laforma N = aba qu

al mismo tiempo por 3 y por .

Solucién

Para que sea divisible por 5 el nimero N debe acabar en 0 o en 5 pero
ano puede ser 0 pues el nimero tendria slo dos cifras. Por tanto los
nimeros a encontrar son de la forma

N = 5b5
Para que sea divisible por 3
s 2 b=2
S+b+S=3=104b=3=4 b=5
b=8
Los nimeros pedidos son
N =525
N = 555
N = 585

11, Determinar los digitos a y b para que el ndmero ab23b1 = 33

Solucién

SiabZibl = wd 0EBI=N

ab23bl =3

— Para que ¢l namero dado sea multiplo de 11
@+2+b)—(b+3+1)=11
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a = 13 (imposible)

— Para que el namero dado sea milltiplo de 3
a+b+2+3+b+l=3sa+W+6=3

como a = 2 resulta

2+2b+6=3=2+8=3
Puede ocurrir

b+8=3=b= %4 N (imposible)

2b+8=6=b=

1€ N (imposible)
2 +8=9=b = N (mposible
2b+8=12=b=2

b 4+8=15=b =%¢N (imposible)

b+8=18=b=5
13

2b+8=21=b=-2¢N (mposible)

Z+8=U=b=8§
%+8=27=b :J};N(imposihlci
2b +8 =30 =b = 11¢N (imposible por tener 2 digitos)

Los nimeros son
222321, 252351, 282381



ol el2yel

12. Hallarun u
3y tal que el nimero de sus divisores seu lu tercera parte del total

de divisores que tiene el cuadrado de dicho niimero.

Soluciéon
El nimero pedido es n =
=(x+Dhiy+

23 que tiene de nimero de divisores

El cuadrado del ngmero es n* = 233 y el nimero de divisores es

N=@x+hay+1

Se cumple que

wlzi
y
zi
i
z

Por tanto
Qo+ D@y + =30+ Dy + D
Axy+2x 42+ l=3xy + I +dy 43
W=x+y+2

dando valores

Por tanto

x=2y=4
x=4y=2

Los nimeros son
n=2x3=34

n=2x3= 144
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13 Hallar un niimero que tenga tres factores primos y 24 divisores.
icuintos nameros hay menores de 1000 que cumplan estas condi-
ciones? Escribelos.

Solucién
n=ablc

N=@+hp+hiy+1)=24=2x3

Puede ocurrir
M=2x3x4>a=1p=2.y=3
M=2x2x6=a=1pf=1ly=5

Los nimeros son de la forma

n=axbixc
n=axbxc

— Tomando los primos 2.3y §

2 x 32 x 5% > 1000 n=2'x3 x5 =600
n=2x3x5 > 1000
25 %3 x5 =480
X 35 % 5 > 1000

n
n=2x3%x 5> 1000
n=2"x3x5=360 n
n=2x3x5=540 n
n=22x3 x5 > 1000

— Tomando los primos 2,3y 7
N=2x3xT>1000  n=2"x3x7> 1000
n=2x3'x71>1000 n=2x3x7> 1000
n=2x3x7=756 n=2x3x7=612
n=2xFxT=50 n=2x3%x7>1000
n=2x3x 7> 1000



— Tomando los primos 3.5y 7
n=3xSxT>1000 n=3x5x7> 1000
n=3x S x> 1000 n=3x5x7> 1000
n=3 xS xT>1000 n=3x5x7> 100
n =30 x 5 x 7> 1000 3% 5% % 7> 1000
n=3x5x 7> 1000

2.5y7 0 ‘mayores de 1000.

Por tanto los niimeros naturales menores que 1000 que tienen tres
factores primos son

360, 480, 504, 540, 600, 672 y 756

14, El namero 2* x 3" x 5*pierde 24 divisores al dividirlo por 2,
pierde 18 divisores si se divide por 3 y pierde 12 divisores si se
divide por 5. Hallar dicho ndmero.

Solucidn
n=2x¥ x5 N=(x+hy+hiz+1h
m=% YIS Ni=xty+h@+1
m=% * x 37l x 5 Na=(x+Dy@z+h
n;:%=2‘x3’x5"‘ Nai=(x+ hy+hz




de donde:

X(y+hz+h+8=x+Dy+hez+1)
x+Dy@+ D+ B=x+Dy+ D+l
x+Dly+hz+R=x+Dhy+he+)

operando:

XYZEXYFXE XA W=y A Xz Yz Az Ry A XY ]
WAy bz by + B xyz e xzhyzEZ ARy HXHY 4]
NZAXZ Yz Az Rz VI Z Xy XY+

simplificando

U=yztz+y+l=(y+ D+l
Bexz+tz+x+l=x+hEz+l) O

Roxytx+y+l=0+Dy+D

dividiendo miembro a miembro
U _(y+ha+)
AU b+ =2+ (1
Ty Tl K

18 _(x+ b+

—mar T ) H=3 1 2)

By T2Et el @
x+1=3

De(ly* =x=2z=5
z+1=6

Sustituyendoen () >y + 1 =4 >y =3
Por tanto

" x I xS =2x3 x5

n



15, Hallar todas lax parejas de i e tal I
sea 3.024 y su minimo comin maltiplo 504,

Solucion
a=
ab=DxM
b=
3.024
024 = =D =0
3.024 = D x 504 o
Por tanto
ab=a Db D=a'b x6x6=3024
13 4
ERERED
de donde

6

b

a= |x|

b =168 2
- P 5 1260y A
cuadrados es 39.456. Hallar dichos nameros.
Solucion
Llamamos:
Se tiene

a4 b=t x D4 b x D2 = (@? + b'2) x D? = 39.456

"



Por otra parte
ab =M x D
4 xDxb xD=MxD
WX b xD=M=1260(%

Dividiendo a* + b* por ¢l cuadrado de (*) resulta

Comom. ¢. d. (. b) =
a4+ bT =274

11.025

b2 = 11025

Sustituyendo en (*)
axb xD=

Los niimeros son
a=a xD=15x12= 180
b=bxD=7x12=84

Determinar dos nimeros naturales sabiendo que sum. c. d. es la
diferencia de los mismos y su m. c. m. es

Solucion
Los niimeros son a y b siendo a > b

m.c.d. (a.b) = b

m.c.m. (a,b) = M = 60

14



Se tiene:

—b=a =b+1

Aplicando la igualdad fundamental
axb=DxM

M=32 - @DY D yhp b4 b D =60

Los divisores de 60 son
D(60) = {1,2,3,4.5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}

Por tanto de todos ellos
b+ )b =2x1=D=30
(' + Db =3x2=D=10
b+ Db =4x3=D=5
b+ hb =5Sx4=D=3

B+ b =6x5=>D=2

Los posibles nimeros son:
b+ 1)D =2 x 30 =60

1x30=
a=a'D=(b+1)D=3x10=30
b=bD=2x10=20
a=a D= +)hD=4x5=20
b=b'D=3x5=15
{a:a‘D b+ )D=5x3=15
b=b'D=d4x3=12
{u=a‘D b+ D =6x2=12
b=b'D=5x2=10




18. Hallar los pares de nimeros naturales (a, b) tales que si M es su
m.c.n. y D sum.c.d. se cumpla

2M-3D=18
Solucién

Sabemos que M x D =a x b

2M -3D_ 18
BN
5 B eN yaaue

™M 3D
SNy HeEN

y la diferencia de dos nimeros naturales es otro nimero natural.
Por tanto como ‘—; &N se ha de cumplir que D puede tomar los
valores: 1,2.3.6,96 I8.

Estudiamos los distintos casos
—SiD=1=2M-3D-18=M=2yM=-2L¢N

—SiD=2=2M-3D=18=2M-6=18=M=12
Comoaxb=MxD=12x2=24=
u=2x12 a=2yb=12

M=4x6 a=dyb=6
Son dos soluciones.

—SiD=3=2M-ID=18=2M-9=18=M-2¢N
—SiD=6=2M-3D=18=2M-18=18=M=18eN
Comoaxb=MxD=6xI8= 108
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Portantoa = 6y b = 18

—SiD=9=>2M-3D=I8=2M-27=18=>M=

_SiD-18=2M-3D=I§=2M-S=8=M=3
comoaxb=MxD=36x18=a=I8yb=36

19. Caleular dos nimeros a y b sabiendo que
m.c.d.(a.b =6

axb =518
Solucién
a=6yb =864
a=5iyb=9%

20. Hallar todos los pares de nimeros naturales tales que el producto
de su maximo comin divisor por su minimo coman maltiplo sea
504 y ¢l cociente entre el minimo comin maltiplo y su maximo
comin divisor sea 14.

Solucién

M
M x D) x = = 504 x 14
MxD)x 5 x

2= 7056 = M = 84

Cumu%:llyM:MeD:6

Ademisia xb=MxD  comoa
b

a'Db'D=MD

M

wp=p=l4=2x7

n7



Por tanto
a1y b =14
y b =7

de donde

a=6 =
a=12y b=42

21. Hallar dos niameros sabiendo que su m. c. d. es 21 y que la
diferencia de sus cuadrados es 9.261

Solucion

Hacemos:

Los nimeros pedidos son
a=a'D=5x21=105
b=bD=2x21=42

2.

sea 3.024 y su maximo comiin divisor 6.

18



Solucion

a=6y b=50M
a=2y b=126
a=18 y b=168
a=42 y b= T2

23. Determinar dos ni

maltiplo s $.616 y su suma 2.574.

Solucion

Llamamos:

@ Dyb=bD
b=MxD=M=2Xb _a
ax x 5
Por tanto

M=a'b D=566
a+b=( +b)D=25%4

Dividiendo m. a m.

De donde:

Los nimeros pedidos son
a=aD=8x234=1872
b=bD=3x24=702




24. Hallar todos los pares de nimeros naturales sabiendo que su
m.cd. es 14y sum.c.m. es 2.310.

Solucién

4yb=2310

2yb=770

0y b = 462

a=154yb =210

)

25. Calcular los nimeros de cuatro cifras divisibles por los diez prime-
ros nimeros naturales.

Solucion

mem. (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) = 2" x 32 x 5 x 7 = 2.520
Los nimeros pedidos son

2.520 x 1 =2.520
2.520 x 2 = 5.040
2.520 x 3 = 7.560

26. Hallar el menor nimero que dividido por 5, 7y 13 da de resto 3.

Soluci

N-3=mem. (5.7, 13) = 455
N =455 +3 =458

27, (Cuintos nimeros hay menores que 10.000 que sean divisibles al
mismo tiempo por 225 y 315 Escribirlos todos.

Solucion

m.c.m. (225, 315) = 1.575
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Los nimeros pedidos son:

1.575 x |

11575 x § = 7875
1.575 x 6 = 9.450







7. Numeros enteros y
racionales

CONCEPTOS TEORICOS

Enel NxN Sora

relacion (a1, o) R (b, b < + bz = s + b, Esta relacion R s de
dando lugar a una

en clases de equivalencia. Cada clase de cqulvdlmcu es un nimero

entero.

— Suma de niimeros enteros
@4 b= (ana) + (br.by) = (a + biaz + bz)
— Producto de nimeros enteros

axb L a2) X (b1, by) = (a1 by + a2 by by + a2 by)

— Diferencia de niimeros enteros
a b= (a2 - (bi. ba) = (@ + baaz + by
— Estructuras
(Z. +) es grupo abeliano.

(Z, x) es semigrupo unitario conmutativo,

(Z. +. x) es anillo unitario conmutativo.

— Definicién de niimero racional: En el conjunto Z x Z * se consi-
dera la relacion (a1, a2) R (b, bz) <> 1 bz = az by Esta relacién R es de
cquivalencia. dando lugar a una clasificacion de los clementos de
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Z x Z* en clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia es un
nimero racional

— Suma de niimeros racionales

a+b=(.a) + (biby =

b & byrigb
ab,

=(arb: 4 abroaz by
— Producto de nimeros racionales
axb=(@nan x (b by = LD ab
@b m
— Resta de nimeros racionales

Ch_abobia
a b

= (b~ ba,a,

a—b=(a.a:) - (bi.bs

— Cociente de nimeros racionales

Lbi_aba

aib=(anay:bnby =2 2= Ao by ayby
n'h

— Estructuras
(Q. +) es grupo abeliano.
(Q. x) es grupo abeliano.

(Q. +. x) es cuerpo abeliano.
PROBLEMAS

1. Demostrar que

a-(tb-c#@-b-c
siendoa.b.ceZyc#0

Solucién

Llamamos a =(ar. a2). b

b1 ba) y ¢ = (c1. c2)
Desarrollando el primer miembro
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b—c=b+(=c) =(buba +(c2c) = (b +ca.brt c1)
—(b=¢) = b2+ ciby+ca
a—(b-c) =a+|-(b-c)=(ana)+br+cibi+e)=
= (@ + b2+ croaz + by + c2)
— Desarrollando el segundo miembro
a-b=a+(-b=

@1, @2) + (ba, bi) = (a1 + bz a2 + by)
(@=b)—c=(a=b)+(~c) = (a +baa+ b+ (cacr) =
= (@ +brt b+ )

Por tanto siendo ¢ # 0

a-(b-c#@=-b -

2. Siendo a, b, ¢ € Z demostrar
a(b-c =ab-ac
Solucién

Llamando a = (ar.a2). b = (bi. bz) y ¢ = (c1. c2) se desarrolla cada
uno de los miembros comprobando que on temtatios cormeiden,

3. Dados a. b. ¢ & Z demostar que si
atc>b+c entonces a>b
Solucion

Llamamos a = (a1, a2, b = (bi.ba) y ¢ =

Lc2)
atc>b+c
(@1, a2) + (1. €2) >(bi, ba) + (cr. €2)
(@ + c1. 82 + €2) >(by + €1, b2 + c2)
(@ €1 + (b2 + €2) >(by + ¢) + (@2 + €2)
ar + bz >by + @
(a1, a2) >(by, ba)
a>b



4. Dados u. b. ¢ € Z demostrar que si
a+c<b+c entonces a<b

Solucion

bi.b2) y ¢ = (¢1.¢2) se van efectuando las.
hasta llegar a la tesis como en el caso

Llamandoa = (a;.a2).b
operaciones de la hipotesi
anterior.

5. Dados a, b. ¢ € Z demostrar. siendo ¢ < 0. que si
ac<bc entonces a>b
Solucion

Llamando a = (a1, a2), b = (b1 ba) y ¢ = (c1, &2)

Como ¢ < 0 = ¢
Desarrollamos la deslgunlﬂ.lﬂ inicial

ac<be
(a1, a2) (c1, €2) < (b1, ba) (€1, €2)
(a1 €1 + a2 €2, @1 €2 + A2 €1) < (br cr + bz ez, by ca 4 bacy)

matrmatbatbha<bhatbhatacrac

Comoci<e:=3neN|ci+n=c: luego
et m@Em bt ba<bior
Hbaler )t a(e ) Faze
arci+me +mntbicitbintbie<bio+t
e tbintac ran+ac
axn+bin<bintan
(@ + by n<(b: +ann
a4 by <bs +
@+ by >a: + by
(a1, @2) >(br. bz)
a>b



6. Dados a. b. ¢ € Z demostrar. siendo ¢ > 0. que si

ac<bc entonces a<b

@1.42),b.

bi.ba)yc = (c1.c2)y siendoc > Oresulta
iorsellegaala

7. Siendoa, b € Z demostrar que si
a<b entonces -a>-b
Solucién
Llamando a = (ai. a2) y b = (by. by)
a<b
(@1, az) <(b1. ba)
a4 by <az + by
(b2, by) <(az, @)
(a2, a1) > (ba. by)
—a>-b
8. Siendo a, b, ¢ € Z demostrar que si
a<b+c entonces a-b<c
Solucién
Llamando a = (ar. a2). b = (b1, b3) y ¢ = (c1, €2)
a<b+c
(a1, 22) < (b1, b2) + (C1, €2)
(a1, 2) < (by + 1, bz + €2)
atbrta<bitatm
(@ + b, by + @) < (c1, ¢2)
(@1, a2) + (b2, by) < (€1, €2)
a-b<c

127



9. Demostrar que siendo b e 7 se verifica V a € Z
a-bh<a+b
Solucion
Llamando a = (a;, ) y b =

(by, by) se demuestra la desigualdad
como en los casos anteriores.

10, Demostrar que siendo . b. ¢ € Z* no todos iguales se verifica
b+ )+t >8abe
Solucién
Se opera llegando a
atb— o +bic—+clu—b?>0
ya que los términos a. b, ¢ €. "y los cuadrados son siempre positivos.
1. Indicar cuiles de o
son siempre ciertas. dendos 5 b,
Dia=bl=lal=|b]
2Jla-b|>0
3la-bl=|al+b]
Hla-b|20
5)VAaFbx Va—b=va-b
6)Val-B =a-b
7) VAT =BT = VAT - VBT
8 Vi B =a+b-yZab

(Nota. De la raiz se toma el signo + ya > 0)

entre ni nter

Solucion

2)|a - b| >0 siempre es cierta porque el valor absoluto de la
diferencia e dos enteros es mayor que cero.

5)VatbxVa-b=i@+ba-b) =a-b?
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12, Indicar cuiles de lus siguientes expresiones entre ngmeros enteros
son siempre ciertas.

Dja+b|<|a|+|b]
a+b=[al+]|b]|
Hla+bl=lal+b]
Hlatb|<lal+b]
S)Va+ Bl =a+b+yIab

6)V@Fbr=a+b
DVETET = VT B
& V@TOT =a b+ VIub

(Nota: de la raiz se toma el signo +)
Solucién

Son correctas las expresiones

Yla+b|<lal+]b]

6)Via T b =a+b

13, Demostrar que en el conjunto Z de los nimeros enteros no se
cumple la propiedad antisimetrica.

Solucion
YabeZ si a<hb y b<ugu=
En efecto;
Sia<b=atp=b
Sib<a=b+q
atbiptq=a+tb=p+q=0
De aqui p 00 p=-q
Sip 0 entonces a=b

Sip=-q entonces 4 #b



14. Hallar para qué valores enteros de el nimero

es un nimero entero
Solucion
Si n ha de ser entero. x — 3 ha de ser divisor de 35.
Los divisores enteros de 35 son:
%1, £5, +7, +35

Las posibles soluciones son:

x-3=1=x=4 x=3=T=x=10
x-3=-l=x=2 x-3=-T=x=-4
x-3=5=x=8 x-3=35=>x=38
x “S=>x=-2 x-3=-3=x=-32

15, Demostrar que si x ¢ y son racionales positivos con X < y en-
tonces

[
Ly
xTy

Solucion

Sea x = (x1.x2) =

y=(uyn=%
y2
Como x € y son positivos xi x2 > 0 e yi y2 > 0
x<y
(X1, X2) <(y1.y2)
X1z <xay1
¥

FomxeyTt ==y

(y2. y1) <(X2, x1)
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16. Dados x, y, z € Q demostrar, siendo z > 0 que si
Xz <yz entonces X <y

Solucion

Llamando x = (x1, x2) =yny) =

x2

xz<yz
(X1, X2) (21, 22) < (y1. ¥2) (20, 22)
(X121 x222) < (121, y272)
Nz n<nann

Xiyz<yix
(X1, x2) < (y1, y2)
x<y

17, Dados x. y z € Q demostrar, siendo z < 0, que si

Xz <yz entonces X >y
Solucion

Llamando x = (x1, x3) = X4y = (y1.y2) =31
X v,

21, 22) = 21 siendo 21 22 < 0
%

aplicando el producto de nimeros racionales se llega a
x>y

18. Dados x, y. z € Q demostrar que si
X+z<y+z entonces x<y
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Solucion
Llamando x =2y =¥ 2 =2
W'y T m
x+z<y+z
hm
iz

X1
Ln
x oz
yizatyrz

Xzt Xz
hzihbho
y222

Wyt RnRE BNt RaNS
L LY <NNhnh
X1y2 <Xz y1
L)
X2 y2
x<y
19. Demostrar que si a < b se cumple siendoay b >0ya.beQ

2ab a+b
a< <Vib< <b
L T

atb-a o
a+b

Solucion
. a b
Da< g pues e

2“" < VB pues elevando al cuadrado

97
bt _aba-by .

2ab
b _datbt _ab@-b
(=%, )Q"’3 CECECELE

pues elevando al cuadrado

5 Vi< 2th

i
) a+h al + 2ab + b? al - 2ab + b2
abe(2E2) 2T = =
2 ) 1
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4

20, Probar que para todo niimero racional a > 0
a+tz2
a
Solucién
Lo demostramos por reduccion al absurdo.
— Sia < 0 no cumple Ia relacién establecida
at+1
a

a+:l<2= <2mal+l<la

a-2a+l1<0=(@-12<0

que es una contradiccién pues todo numero racional al cuadrado es
mayor que cero, por tanto

Atz
W
21, Hallar dos némeros racionales tales que su suma, su productoy su
cociente sean iguales.
Solucion
Liamamos
X=(xnx) e y=(y,y)
Se ha de cumplir
X4y = (X1, X)) +(y1, ¥2) = (X1 y2 + X2 ¥1, X2 y2)
XX Y = (0 %) X (910 y2) = (i Yo, Xa ¥2)
XY = (X1, X2) ¢ (Y1 ¥2) = (X1 Yz X2 Y1)
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Por tanto
X+y=xxy (X1 y2 + X2 1, X2 y2) = (X1 Y1, X2 ¥2)
xxy=x:y } (X1 Y1, X2 ¥2) = (x1 y2, %2 Y1)
de donde
Kiynxay) =(Xiynxay) =yt =yZ =y = *yz
—Siyi=y2=(xiy2+Xayn x2y2) = (X1 y1, X2 ¥2)
resulta

Xiy2tXayz= XYz Kb X2 =X = X2 =
cosa que no puede ocurrir pues x = (X1, Xz) ¥ X2 # 0
—Siyi=-—y=xnztxayi=xiyi-Xay:=-xiy2
luego
(i =X yr= —Xiy1= X1 - X2 = —Xi =Xz = 2K
Por tanto los nimeros racionales son:
X = (x1, x2) = (x1, 2x1)
¥ =(yny2) =y -y
y sus representantes x = (1,2) ey = (I, =1)

2. Seaxunn ional. ; Qué condici ir x para que
existan y sean distintos?
[
R ey
XX
Solucién
Ha de ser x ¢ {-1.0, 1}
Asi para x = 2 resulta
1
“

23. Sean x e y dos nimeros racionales que cumplen la condicion

xg{-1,0,1} ey ¢ {-10, 1} yademas
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w2y Ll

Indicar qué nimeros son positivos del conjunto

H={x

LT T

Solucién
Es x<0<y yaquesixey tuvieran el mismo signo
x<y=—+<l
y x
Por tanto los elementos positivos de H son
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8. Areas de figuras planas

CONCEPTOS TEORICOS

__ Area tridngulo = 725 x alura
— Area rectingulo = base x altura

— Area del cuadrado = lado X lado

_ Avea del rombo — Diagonal x diagonl

— Area del trapecio = x altura

Base + base
7
— Area del circulo = x X radio®
— Area del sector = 22007 o
— Area de la corona = & (R? — )
PROBLEMAS
L B ; s ;
m. menos que la base. ;Cuinto mide la base? ¢ Cuinto la altura?
Solucién

Arca = DX

=215

7
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bxa=403=b(b- I8 =403 = b — 18 — 403 =0
18I TTEII_ 18 =44
B 2 7 <
Sib=31=a=31-18=13

Por tanto base = 31 m. y altura = 13 m.

31

negativo

2. Cui bald
sar una habitacion de 16 m. de largo por 12 m. de ancho, sabiendo
que las baldosas son de 0,40 x 0,40 m2?

Solucion
Area rectangulo = 16 x 12 = 192 m?
Area baldosa = 0,40 x 0,40 = 0,16 m*
192
. bal L
N.° baldosas 016 200
3. Calcular el drea de un rectangulo en que uno de los lados es a/2 y el

otro es la mayor de las raices de la ecuacin.
S -
a-

Solucion

(@-X(@-20-at-20-a@-x=0

22 -al=0

Bl rectngulo tendré de lados 5y & z\”y sudrea
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aavl
‘77‘4

4. Elirea de un trapecio es 120 m?, la altura 8 m. y una de las bases
mide 10 m. ;Cuanto mide la otra?

Solucion

A= Xa= 120 0 g=B=20m.

B+b B + 1
H 2

sobre los lados de éste y hacia el exterior se construyen triangulos
equiliteros. Hallar el drea de la estrella asi formada.

Solucién

rog
- VI - 4yIm.

La altura del tridngulo equilé-
tero de lado | es:

h 4;,L,1\/! ‘\/Z\/i =2vEm

nffxz\/s Pl

Area del triangulo =

Area del cuadrado = 12 = 32
Area de la estrella = 4 Areas tridngulo + Area cuadrado =

—axBVI+R=2(/T+1)

6. Determinar el lado de un tridngulo equilitero cuyo perimetro es
igual al de un cuadrado de lado 12 cm. ;Serén iguales sus dreas?

Solucién
Perimetro cuadrado = 12 x 4 = 48

Perimetro tridngulo =48 =31 =1 = 16

139



Area cuadrado = 12!

: :
Area tridngulo = ©V3 = 16 V3
4 4
Las dreas no son iguales pues,
#y3

A. tridngulo = V3
e ] I’d\/? o

A. cuadrado = I

7 El perimetro de un trapecio isosceles es de 110 m.; las bases 40m. y
30 m. respectivamente. Calcular los lados no paralelos y el drea.

~olucion 3
1 I
40
Perimetro = B + b+ 21 =40 +30 + 21 = 110 = 1 = 20m.
Area =820 p

h =\, —3=5 Vv 5
Ares = 030, “”3" X 5 VI8 = 175 VT8 m?
. i los lados 1o parallos d un trapeco istsceles se proongan,
delado. Sabiendo

que el lmp:c)o tiene la mitad de la altura del tridngulo, calcular el
area del trapecio,

Solucion
El tridngulo equilitero de lado 6 cm. tiene por altura

s
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El trapecio tendré una altura mitac

B
Area del trapecio =

9. Determinar el irea del cuadrado inscrito en una circunferencia de
longitud 18,84 m.
Solucién
L =2nr = 1884
18.84
=28 5
i

Sir=3=d=6 P+1P=d=1=3y7
Area del cuadrado = I* = I8 m?

10. Un cuadrilitero rectingulo tiene 10 cm. de perimetro y 4 cm? de
area. ;Cuiles son sus dimensiones?

Solucién
Area=bxa=4
Perimetro = 2b + 2a = 10

b=S-a=(S-aa=4=a-Sa+4=

a=4y a
Sia=4=b=1
Sia=l=b=4
Los lados del rectngulo son 4 em. y 1 cm.

11, Enuna circunferencia una cuerda de 48 cm. dista 7 cm. del centro.

Calcular el area del circulo.
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Solucion

24

= VEFTT =25
A =nrr? =25 & = 6257 cm®

12. Lal d d 43,96 cm. ;Cual | drea del

circulo?
Solucion
L=2mr =439 cm. = r = 2%
2

A=nrt=Tn =49 cm?

13, El drea de un triangulo rectangulo ¢ isésceles es 32 cm?. Hallar la
longitud de la circunferencia circunscrita.

Solucién
e = . -
rencia circunscrita, luego

de la circunfe-

RN=P=64=

=8em.
La hipotenusa del tridngulo rectingulo que es el didmetro vale
4= VTR =VFT&=8yT
La longitud de la circunferencia es
L =2nr=nd =8yIncm.

14, Calcular el perimetro de un exagono regular circunscrito a una
circunferencia de 4 m. de diametro.
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Solucion
¢
L
El perimetro P = 6 x | =ex‘;/‘r=x\/fm.

15 Una mesa esta formada por un rectngulo de 1,70 m. de largo por
0,80 m. de ancho y de dos semicirculos que le prolongan en el
sentido de la longitud, teniendo por diimetro la anchura de la
mesa. ¢Cudl es el drea de la mesa? ;Cudl es su perimetro?

4.4:|1e|=%T

Solucién

Area = Area rectangulo + Area circulo =
(0,80 X 1,70) + 1 x 0,40* = 1,36 + 0,16z m?
=34 +08tm

Perimetro = (2 x 1,70) + 2r x 0.4(

16. Lo catetos de un triangulo inscrito en una circunferencia miden
22.2 em. y 29,6 cm. respectivamente. Calcular la longitud de la
circunferencia y el drea del circulo.

Solucion
diametro = 2227 + 29.6% = 37 cm.
radio = 3L = 18,5 cm.

L =2nr =37 cm.
A = nr? = 18,5 1 = 342,25 cm?

17, Lahipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 30 cm. y la proyec-
cion de un cateto sobre ella 108 cm. Hallar el area del triangulo.

Solucion
b 108 _ . s
g =P =0x108=b=igem
¢ = /307 — 187 = \/%00 - 324 = 24 cm.
Arca = cateto X cateto _ 18 X U _ g em?



18. La hipotenusa de un tringulo rectngulo mide 405,6 m. y la pro-
yeccién de un cateto sobre ella 60m. Calcular: 1) Los catetos, 2) La
altura relativa a la hipotenusa y 3) El drea del tridngulo.

Solucion
5= “":~5 = =243%6=c=156m.
VTSET=0 = 144 m.
Area = 2Xh _ SSEX 4 _ 555055 2
Area = L;i bX 16 202032 b = 3744 m.

19. Elareade un cuadrado es 2.304 cm?. Calcular el area del exagono
regular que tiene su mismo perimetro.

Solucién
Area del cuadrado = 12 = 2304 = | = 48 cm.
El perimetro del cuadrado es P = 4% 1 = 192 cm.
El perimetro del exigono es
P=6x1'= m:r:%:;zcm

e DT VE_ 6 rem,

apotema = V7 - Lo = L2
Area del exigono < PETImEtro X apotema _ 192 x 16 3
2
= 1.53% T em?

20. Calcular el drea de un tridngulo equiliteroinscrito en una circunfe-
rencia de radio 6 cm.

Solucion
El centro de la circunferencia es el baricentro.

2 ore6=n=9om




%:“":w:scm.

Area = _M:zv\mmz
21, Eldrea de un sector circular de 90° es 4 cm. Calcular el radio del
circulo a que pertencce y la longitud de la circunferencia.
Solucion
A=El xn=
t LR
L=2tr=2nx4=8rcm

S x90 —dn=r=dom

Hallar el area del segm:nm circular comprendido entre la cuerda

que une los extremos d los dos radios y su
Soluciin
Area scctor = 2 x 60 = 2 X 4 x60= 3 xem:
o bon 0*
Area triangulo = 3 —= 4 VIem?

Area

egmento = Area sector — Area triangulo =
:%n—4\/§~‘l——’ V3) em?

23, Dado un tridngulo equilétero de 6 m. de lado, hallar el irea de uno
de los sectores determinados por la circunferencia circunscrita y
por los radios que pasan por los vértices.

Solucion

Radio = Z-alur

x5
Avea=~—x 120 = —L—lncm’
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24. Hallar el 4rea del sector circular cuya cuerda es el lado del tridn-
gulo equilitero inscrito siendo 2 cm. el radio de la circunferencia.

Solucién
e _ax2
A,J_xn_. 3

x 120 = 4T"cm1

25, Hallar cl drca del sector circular cuya cuerda es el lado del cua-
drado inscrito, siendo 4 cm. el radio de la circunferencia.
Solucién
2
A =20 x 90° = 4n cm?
360 %

26. Calcular el area de un sector circular de 14 m. de radio equivalente
a un cuadrado cuyo lado es igual a la longitud del arco de aquél.

Solucién
A
Como
A, resulta
nx 142 dn?x M2 360
T <" T Tme TN T
x4, 360 4o
360 3

27, Hallar el drea del sector circular cuya cuerda mayor es el lado del
exégono inscrito, siendo 6 cm. el radio de la circunferencia.
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Solucion
Como el éngulo central correspondiente es 60°

_ o _nx6
A= xn=1

circular

X 60 = 6r cm?

circulo.

2
A= rem?

28. En un cuadrado de lado 2 cm. se inscribe un circulo y en este
circulo un cuadrado y en éste otro circulo. Hallar el drea compren-
dida entre el iiltimo cuadrado y el iltimo circulo.

Solucién

W=D =l=yI

Area cuadrado = | x | = 2cm?

" n
Area cireulo = 1t = 5 cm?

Area comprendida = 2 — %

29. Calcular el rea de Ia de la corona circular determinada por las
circunferencias inscrita y circunscrita a un cuadrado de 8 m. de
diagonal.




Radio mayor = 4
Radio menor = 2 I
Area = n (R* = %) = n (16 - §) = 8z m?

30. Aun exigono regular de 4 cm. de lado se le inscribe una circunfe-
rencia y se le circunscribe otra. Hallar el drea de la corona circular
asi formada.

Solucién

R lado
V=T =yIZ=2\3

A=n(R' =) =x@4 - 12 = 4ncm?

r = apotema
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9. Geometria del plano

CONCEPTOS TEORICOS

— Ecuaciones de la recta:
y=mi+n
Ax+By+C=0
X y
L% S
)

— Recta que pasa por dos puntos:

— Distancia entre dos puntos:
d= Vi =X 2 - y)?

— Angulo de dos rectas:

g =mm
B
— Distancia de un punto a una recta
4 A+ By +C
GEY
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— Area de un tridngulo:

xoyl
Xyl

Xty ll

— Ecuacién de la circunferencia:
(x —a)? + (y = by

Moo x+y +Dx+Ey+F=0
— Tangente a una circunferencia:
1) (x0 = 3) (x = Xo) + (yo = b) (y = yo) =0 _si Pecirc.
2 - by -y =0
Jx-a) i -X+y-byi-y PG
(x=-ay +ly-br=r

— Ecuacién de la elipse:
X

— Tangente a una elipse:
LT T
a? b?

— Ecuacién de la hipérbola:
e

A
— Tangente a una hipérbola:
Xo _yYo_
g

a b
— Ecuacién de la parébola:

¥ =2px
— Tangente a una pardbola:

¥yo =P (x + xo)



PROBLEMAS

1. Determinar en qué cuadrante puede estar situado el punto M (x, y)

Dxy>0 2)xy <0 Hx-y=0
Hx+y=0 Sx+y>0 6x+y<0
Nx-y>0 8)x—y<0 9;§>o
Solucién

1) xy > 0 = El punto M (x. y) se puede encontrar en el 1.0y 3.
cuadrante.

2) xy < 0= El punto M (x. y) se puede encontrar en el 2.0 y 4.0
cuadrante.

3)x ~y=0=x=y, elpunto M (x. y) se puede encontrar en la
bisectriz del 1.9 y 3. cuadrante.

4)x +y=0=y=—x, el punto M (x.y) se puede encontrar en la
bisectriz del 2.2 y 4.2 cuadrante.

5)x +y >0 = El punto M se puede encontrar en 1.2, 2.0y 4.
cuadrante.

6)x +y <0 = El punto M se puede encontrar en 2.2, 3.5y 4.
cuadrante.

7)x ~y >0 = El punto M se puede encontrar en 1.0, 3.¢7y 4.0
cuadrante.

8 x —y <0 = El punto M se puede encontrar en 1.2, 2.0 y 3.
cuadrante.

9) X > 0 = El punto M se puede encontrar en 1.° y 3. cuadrante.
Yy

2. Dados los puntos A (0, ~1) y B (1, 2) hallar las coordenadas de los
puntos P de la recta x + y — 2 = O tales que la recta PA y PB sean
perpendiculares.

151



Solucién
Px.y). A <11 B(1.2)
Como Perecta =y = 2 — x luego P (x. 2 =x)

Las pendientes de PA y de PB son opuestas e inversas.
=y i

de donde
~x=2ey=0=P@2.0)

3. Un punto P equidista de los A (6, 10) y B (~4. 8) y dista del cje OY
doble que del eje OX. Hallar sus coordenadas.

Solucién
Como el punto P dista doble del eje OY que del eje OX. tendr de
coordenadas P (x, 2x).
Por equidistar de A y de B = PA = PB
VX =B+ (x — 10 = Vix + 4 + (2x - 8
(X = 67 + (2x = 10 = (x + 4 + 2x - )
x=2

Las coordenadas del punto P son P (2, 4).
4. Encontrar la recta que pasa por el punto de interseccion de las
rectas.
x+dy=18
x+2y=2
¥ que dista 2 unidades del origen de coordenadas.
Solucion

X+dy =18
=P (-14,8)
x+2y=2
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La ecuacion de la recta que pasa por P es:
y-8=mx+ 14
mx -y + @8+ l4m) =0
La distancia del punto O (0. 0) a la recta es 2. luego
g B+lam
NoEal
B+ Mm=2ym =T

m =
B es6m+15=02"
S~m: =
Las rectas son:
s
yoB= - )
y- ~%\x+ll)

5. Hallar el area del triangulo determinado por el punto (0. 8) y los

puntos en que la recta:
x ®
xeos(= &) ysen( - Z)=3
(-5)r ( 3 )
corta a los cies coordenados.
Solucién
La ecuacion de la recta se puede poner asi:
X cos (— 60%) + y sen (~ 609 =

1 N
x y=3

Los puntos de corte son A (6, 0) y B (0. —2v3)
El drea del tridngulo viene dada por
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0 8 1
0 -2V3 1 =7’xs[x+z\/§,=3(s+z\/l>ux
6 0 1

A=s

6. Encontrar la ccuacién de la recta que pasa por el punto de intersec-
ci6n de las rectas x — 2y — 4 = 0, x — y = 4 formando un angulo de
45° con la recta 9x — Sy ~ 12 = 0.

Solucion
x-2y—-4=0
P@.0)
x-y-4=
La pendiente de fa recta Sx — Sy — 12 = Oes m =
9 m
=¥ T s 2
e Ze T
3

La recta que pasa por P (4, 0) y de pendiente m' = %

%4)(—4):2)‘77)'78:0

=

Por el punto A (2, 6) se trazan dos rectas perpendiculares a las
bisectrices del 1.2 y 2.9 cuadrante. Hallar: 1.9) Las ecuaciones de
dichas rectas; 2.9) Las coordenadas de los otros vértices del trian-
gulo formado por la recta 3x — 13y = 8 con dichas rectas.

Solucién

1. cuadrante: y

2.° cuadrante: y

-x
— Recta perpendicular a y = x por A (2,6)

y-6=-l(x-2=y+x-8=0
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— Recta perpendicular a y = —x por A (2. 6)
y-6=1(x-29=y-x-4=0

Hallamos los vértices del tridngulo

y+x-8=0
= A (2,6)
y-x-4=0 y
=C(-6,-2)
yex-8 -1y -8=0
=B 1)
3x - 13y -8 =0
A(0.8),B(6.0)

y € (=2, ~2). Hallar las ecuaciones de sus medianas.
Solucién
Los puntos medios de los lados son

—De AB =M (3.4
—De BC=M:(2 ~1)
—De CA=M(-1,3)

Ecuaciones de las medianas:

— Que pasa por CM; = 6x — 5y +2=0
— Que pasa por AMz = 9x +2y ~ 16 = 0
— Que pasa por BM; = 3x + 7y — 18 = 0

Una recta de ecuacion x + 2y — 9 = 0 es mediatriz de un segmento
AB cuyo extremo A tiene por coordenadas (2, 1). Hallar las coorde-
nadas del otro extremo.
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Solucion
La ecuacién de la recta que pasa por A (2. 1) y tiene de pendiente la
opuesta ¢ inversa a la mediatriz de AB es

S22 - =y~

=
El punto M de interseccion de las dos rectas es:
x+2y-9=0
MO
2
~B@9
5 B.5)
2

10. Dados los puntos A (3,4) y B(7,8). Hallar enlarecta3x — 5y +25 =
= 0 las coordenadas del punto equidistante de ambos.

Solucion
El punto P (x. y) cumple:
a) Es equidistante de A y de B = PA = PB

b) Pertenece a la recta 3x — Sy + 25 =

por tanto
VX =+ (y - = IT— X7 + B -y

x-Sy +25=0

operando

e a2

x-Sy +25=0



11, De un tridngulo se conocen los vértices A (1. ~1). B(3.2) y el
baricentro es G (0, 1). Determinar las coordenadas del vértice C y
calcular el drea del triangulo.

Solucion

Calculamos el punto medio de GA y de GB

—DeGA M-(%.D)
—DeGB M (3.2)

M, (x. y) es simétrico de M, respecto a G

X+

2
2

M, (x, y) es simétrico de M: respecto a G
i

7]
2

X+

— Recta que pasa por By M,

i oy SRS NSO,

-5-3
2
— Recta que pasa por A y M,
L
ytmto -ty £ 220
=l
62

La interseccion de estas dos rectas da el vértice C
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y=2

C(-4,2
3x+5y+2=0
N | |
Area del tridngulo ABC 3021
-4 2 1

12 En un tridngulo ABC el baricentro es G (1, 2). El punto medio de
ABes M (2,4) y el punto medio de BC es N (3, —2). Hallar los tres

vértices del triangulo.
Solucién
Llamamos A (x1, y1), B (x2, y2) y C (x1. y3)
— S es el simétrico de M respecto de G
. 4+

2o $L=2-50.0

— Como S en el centro del segmento CG se cumple
Y342 _gmC(-1,-2)

X3+ |
Xt
2 2

Como N (3, -2) es el punto medio del segmento BC

4%
."LT‘ 3 Comoxs =1 e ys=-2
resultaxa =7 € y:= -2

B(1,-2)

Como M (2, 4) es el punto medio del segmento AB

Xit7oy
i x=-3 ¢ yi=10=A(-310
o

4
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13. Dos vértices consecutivos de un cuadrado son A (0,2)y B (3. 0).
Hallar.

1) Las coordenadas de los otras dos vértices, sabiendo que estan en
el primer cuadrante.

2) El lado del cuadrado.

3) Su drea.
Solucién

1) Las coordenadas de los otros dos puntos las obtenemos asi:

— Por A trazamos la recta perpendicular a la que pasa por AB, de
ecuacién.

y=2=du-0ex-2yra=0
— Por B trazamos la recta perpendicular a la que pasa por AB
y-D:%(x~3;=3x72y79=0

— Liamando P (x, y) al punto, se cumple que la distancia de P a la
recta que pasa por A y B es la misma que d (AB)

Vi

Imponiendo la condicion de que pertenezca a cada una de las dos
rectas halladas.

x4 3y
<

2 +3y-6=13
D@5
-2y +4=0

x+3y-6=13
(e}

x-2y-9

2) Ellado es | = d (AB) = /I3
3) El drea del cuadrado

=P=(/Bp=1Buw
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14, Determinar el drea del paralelogramo OABC y las ecuaciones de
sus lados ABy BC sabiendo que OA es la recta x — 2y =0, 0Ca 3x
+y = 0y que las coordenadas de B son (3. 5).
Solucién
1) Como se trata de un paralelogramo

— Ecuacion de la recta. que pasa por B y es paralela a OA.
yoSed - ex-2y47=0

— Ecuacion de la recta. que pasa por B y es paralela a OC.
y-S5=-3(x-3=3x+y-14=0
— El punto A se obtiene como interseccion de

X+y-14
Al

x-2=0
— El punto C se obtiene como interseccion de

X=2y+7=0
C(-1.3)

Xty

2) Para determinar el drea del paralelogramo calculamos la distancia
de un vértice al lado opuesto que serd la altura.

ho3x341xs 14
¥
base = V(=T =07 + 3 - 0 = VIO

Area = VT0 x 7'1‘3 = W

15, Los puntos B (~1,3) y C (3, =3) son vértices de un Inangula
isésceles que tiene el tercer vértice A en la recta x + 2y =



siendo AB y AC los lados iguales. Calcular las coordenadas de A y
las tres alturas del triangulo.
Solucion
El tercer vértice A (x, y) est a igual distancia de B que de C
d(AB) = d (AC)
VEF T Hy = = V=3 + (y + 3
8x - 12y -8=0
que junto con X + 2y = 15 dan lugar al punto A (7. 4)
Para las alturas tenemos:
— Altura desde el vértice A

y-d=m(x-N=>m="o
m

y-4=tu-nenm-y-2-0
— Altura desde el vértice B

y-3=m(x+h=m=

y- 7%(x+|1s4x+7y-—l7=0
— Altura desde el vértice C

y4d=mx-Y=m =

y+3=-Bx-N=8+y-20=

16, Un rectingulo tiene el lado AB en la recta Sx + 3y = 34 siendo el
vértice B (8, ~2) y el vértice opuesto el origen de coordenadas.
Hallar las ecuaciones de los otros tres lados y las coordenadas del
otro par de vértices opuestos A y C.

Solucién
Calculamos la recta que pasa por O y es paralela a AB.
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y "%(X~D)=§x+3y=0

La ecuacién de la recta que pasa por B (8, —2) y es perpendicular a
3
R L R e
Las coordenadas de C son
3x - Sy =34
C@3,-%
Sx+3y=0
Ecuaci6n de la recta que pasa por O y es perpendicular a OC.
y_u:%\xfo)on—syw
Las coordenadas de A son
X-Sy=0
=AG3)
Sty =34

— Las ecuaciones de los lados del rectangulo son

OA: 3x - Sy =0
AB:Sx +3y =34
BC: 3x - Sy =34
OC: 5x +3y =0
17. Dadasl de dos +3,

¥
logramo.

Solucion

i +1
=0,2x +y — 1 =0y la ecuacién de una de sus diagonales 3x + 2y
0, determinar las coordenadas de los vértices de este parale-

Las dos ecuaciones de los lados del paralelogramo al no tener la

misma pendiente se cortan en un punto.
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Bx+3y+1=0
(-2.5)
X+y-1=0
Como este punto no pertenece a la diagonal, la interseccion de la
diagonal con cada una de las ecuaciones de los lados., nos determinan
dos nuevos vértices opuestos del paralelogramo.

Bx+3y+1=0
(1, =3
42y +3=0
K4y-1=0
5, -9
3x+2y+3=0

Al ser estos dos iiltimos puntos opuestos, podemos determinar ¢l
centro del paralelogramo.

x=ltS gy 2= 6=0,-6
]
C también el o de k dos vértices
(X, y) ¥ (=2,5)
FES . o .
. 3= 6= 6. -17)

Los vértices del paralelogramo son
(=29, (1, =3), B, =17 y (5, =9)

18. Los puntos A (1,4) y C (3, 6) son vértices opuestos de un rombo

ABCD cuyo vértice B esta en el eje de ordenadas. Hallar las

coordenadas de los vértices By Dy el drea del rombo.

Solucién

Los lados de un rombo son iguales, al estar B en el eje de ordenadas
serd B (0, y). luego.
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AB = BC
VIT=0F + @ =y = V=3 07 + 6 =y
y=B=y=7
El vértice B tiene de coordenadas B (0. 7)

1 pasaporBy iculara porAyC.
y-T=2(x-0)=2x-y+7=0
—La Ay lelaala porByC.

yod=Fa-hex-dyell=0
erseccion de ambas nos da

H-y+7=0

D(-2.3)  cuarto vértice
Xx-3y+1=0
— El area del rombo es:

A Dxd _VIFTXVIEEEH |0 _ 0
2 2 2

19, Dadas las ecuaciones de dos lados de un rectangulo
Xx=2y=0,x-2+15=0
¥ la ecuacion de una de sus diagonales 7x +y = 15

Hallar los vértices del rectangulo.

Solucién

L delosl )
cortados por la diagonal dan lugar a dos vértices opuestos del rectn-
gulo.

Xx=2y+15
cay

Tx+y-15=0

— Ecuacion de la recta que pasa por C (1, 8) y es perpendicular a
x-2=0
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y-8=-2(x-D=2+y-10=0
— Interseccion de esta recta con x - 2y = 0
X+y-10=0

B4.2)
x-2=

— Recta que pasa por A y es perpendiculara x — 2y + 15 = 0
y=l=-20x-2=2%+y-5=0
— Interseccion de esta recta con x = 2y + 15 = 0

Ny~

D(-1.7)
X=2y+15=

i =2X,2y =X.
Sabiendo que el centro del paralelogramo es el punto (2, 3) de-
terminar las coordenadas de sus vértices y su drea.

Solucion

Las rectas dadas se cortan en A (0, 0), siendo el centro el punto
P (2, 3), se tiene:

A3l osecun

— Ecuacion de Ia recta que pasa por C (4, 6) y es paralelaa y = 2x
y-6=2(x-4=2%-y-2=0
— Ecuacion de la recta que pasa por C (4. 6)y es paralelaa 2y = x

yf6=%(x—4)=x—2y+a=0
— Los dos vértices restantes del paralelogramo.
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x-y-2=0 o(4.2 X-2+8=0 4 ‘6)

3’

Area =b x a-

altura = distancia de (4, 6) a la recta 2x — y = 0
d= 2x4-1x6 _ 2

VIR 8

LOR)

Bs 2

base

Area=bxa=

21, Dados dos vértices opuestos de un cuadrado A (3,0) y C (=4, 1)
hallar los otros dos vértices.
Solucién
— La ecuacion de la recta que pasa por Ay C es

y-0= (x—])=x+7y73:0(m

— La ecuacién de la otra diagonal que pasa por B y D tiene de
pendiente m' = 7y pasa por:

Megg

y——i:mw%)en—yuzo

_ Recta que pasa por A y B y forma con la que pasa por A y C un
angulo de 45°. i
7

1g45° =1=




La ecuacion de la recta que pasa por A y B es
y~0:~%1x—3)=‘x+3)’7|2=0
— El punto B se obtiene como interseccion de
ax+dy-12=0
=B0.4
K-y +4=0

— El punto D se obtiene

=D(-1,-3)

22 Setiene ol cuadrilitero ABCD cuyos vértices son A (3, 0), B(1.4),
€ (-3.2)y D (-1, ~2). Comprobar que es un paralelogramo y
determinar su centro y su drea.

Solucién

Recta que pasa por AB: 2x +y - 6
Recta que pasa por BC: x — 2y + 7
Recta que pasa por CD: 2x + y +4 =
Recta que pasa por DA: x — 2y — 3 = 0

Se trata de un rectangulo de centro M (0, 1)
Area =bxa= V@ 0P +(1-3 x V-4 + (3 -1 =
=200

B

Elpunto E (1, 1) es el centro de un cuadrado, uno de cuyos lados
estaen larectax — 2y + 12 = 0. Hallar las ecuaciones de las rectas
en las que estan los otros lados de este cuadrado asi como las
coordenadas de los vértices.
Solucion

La pendiente de la recta dada es m = .. Como forma un ingulo de
459 en Ia diagonal que pasa por E. se tiene.
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y+l=30-h=3-y-4=0

El punto A se obtiene como interseccion

3x

A 8)
x=2y+12=0

El vértice opuesto C. se obtiene:

drx
7
C (-2, -10)
La ccuacion de la segunda diagonal (m" = — ) es
yf!:—%(xAI)ax+1y+2:-0
— La interseccion de esta recta con la dada
X+3y+2=0
B(-8.2)
x-2y+12=0
El objeto de B se obtiene
x-8 1
D (10, -4)
y+2 _
2



— Las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados son:
AB:x-2y+12=0
BC:2x+y+M=0
CD:ix-2y-18=0
DA:2x+y-16=0

24, Los puntos medios delos lados de un triangulo son P(5.9). Q (6, 5)
y R (3. 6). Hallar las ecuaciones de los lados.

— Los vértices son A (8. 8). B (2. 10) y C (4.2).
— Las ecuaciones de los lados son:
AB:ix+3y-32=0
AC:3x -2y -8=0
BC:4x +y-18=0
25. Dados los puntos A (6, 1). B (2. 5) y C (-2, I). Se pide:

a) Obtener analit la ecuacion de la cis ia que pase
porA,ByC.

b) El drea del tridngulo de vértices A, By C.

Solucion
a) La ecuacién de la circunferencia es:
X +y 4 Dx+Ey+F=0
— Porpasarpor A (6, 1) 36+ 1+6D +E +F
— Porpasarpor B(2,5): 4425+ 2D +SE+F =0
— Porpasarpor C (<2, 1): 4+ 1-2D+E+F=0

Resolviendo el sistema: D = ~4, E = 2. F = —11
Kbyl —dx-2y-11=0
b) El rea del tridngulo es



6 1
25 1| =16u
-2 1

26. Unacircunferencia pasa por los puntos A (~1.3)y B(4, ~2) ytiene
su centro sobre la recta 2x + 3y + 8 = 0,

Hallar su ecuacién, las coordenadas del centro y el radio.
Solucion
Liamando C (x, y) al centro
CA=CB
VEF Ty =3 = Vix - a7 + (y + 2

quejuntoa la ecuacion de la recta 2x + 3y + 8 = 0 constituyen un sistema
de solucién C (-1, -2).

SAC= T+ P+ (-2-37 =5
La ecuacion de la circunferencia es
K+ y+2 =8

radio

27, Determinarla ecuacion de la circunferencia de radio 2 v/2 que pasa
por el origen de coordenadas y cuyo centro esta situado en la
bisectriz del 2° cuadrante.

Solucion

Llamando C (x. y) al centro de la circunferencia que pasa por (0, 0)
0=-x?+0-y=2 \/2;1}
y
de donde x, = 2x, = -2

—x

Como se encuentra en el segundo cuadrante tomamos x = ~2, por
tanto.

c(-2.2
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La circunferencia es de centro C (~2,2) y radio r = 2 v/2
(x+2Hy -2t =8

28, Por el punto M (1, ~2) se ha trazado una circunferencia de radio 5,
tangente al eje X. Determinar el centro y la ecuacin de la circunfe-
rencia.

Solucién

El centro tiene como abscisa x = 5y de ordenada desconocida
C(5.y).

r=CM=VIT=37F(-2-y7 =5
6+4+dy+y =2y =ly=-5
Los centros pueden ser C, (5. 1) y C, (5. —5) pero la circunferencia
de centra (5. 1) no es tangente al cje OX. lucgo el centro dnico s
C1(5.-9).
La ecuacion es
(x=5+(x+5=25

29. Dados los puntos A (4. 5) y B (2, 3). Calcular:

1) Ecuaciones de la circunferencia que pasa por Ay By su centro se
encuentra en la rectax —y ~ 1 =0

2) El centro y el radio de dicha circunferencia.

3) Ecuacion de la recta tangente a la circunferencia trazada por
M (6, 3).
4) Distancia del punto A a la tangente obtenida en 3).

Solucion
1) Centro de la circunferencia C (x, y)
CA=CB

VR TG - = Vx-2 +(y -7

7



dy +4x =28
que junto c@.3
—y-1=0

El radio es

=27+ -3

La ecuacion de la circunferencia es
(=4 4y -y =2

3) Ecuacion de la tangente trazada por M (6. 3) pertencciente a la
circunferencia.

(X0 =) (X = Xo) + (Yo = b) (y = yo) = 0
-4 x-6+3-3Hy-3)=0
x=6

4) Distancia del punto A (4, 5) a la recta x
4

=2

30. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el origen de
coordenadas, por el punto (4, 0) y es tangente a la bisectriz del
primer cuadrante.

Solucién

Al ser tangente la circunferencia y pasar por el origen de coordena-
das. quiere decir que el centro se encuentra en la bisectriz del 20 - 4°
cuadrante.

Llamando C (x, y) al centro

CO =CA
VETOTF G =07 = R AT 5 =07
i

Operando: x = 2,y = -2 = C (2, -2)
VT F(—2-02 =22
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de donde

X =2 +(y+2?

31 Hallar la ecuacion de la recta que pasando por el punto de intersec-
cion de las rectas
Hn-y=0
Sx+8y =T

sea paralela a la tangente a la circunferencia
X+ Dty -2 =4
enel punto P (~1.0)
Solucion
El punto de interseccién de las dos rectas dadas es:
K-y=
X~y =0 i (_ 2
Sx+8y =7 373
Como el punto P (1. 0) pertenece a la circunferencia la tangente es
(X =) (X = %0) + (Yo = b} (y = yo) = 0
(=14 DX+ ) +0-2)(y-0=0=y=0
Al ser paralela a la anterior

2 1y eyl
y-fem(x-g)sedom=0=y =3

32. Los puntos A (4,0), B(0,2) y C (4.4) son vértices de un cuadrili-
tero inscrito en una circunferencia. Hallar las coordenadas del
end i ACyBD

perper
diculares.

Solucién

La ecuacion de la circunferencia es
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X +y +Dx+Ey +F=0
— Pasapor A(4,0)—» 16 +4D +F =0
—PasaporB(0.2) = 4+2E+F=0
—PasaporC(4,4) — 16+ 16 +4E +4D +F =0
D=-5,E=-4,F=4
X +y-5x-4y+4=0

La recta que pasa por A y C es perpendicular al cje OX luego la que
pase por BD serd paralela a OX y la ecuacion de la recta que pasa por
©.2)esy=2.

Su interseccion con la circunferencia.
{x‘+y‘~5x—4y+4=ﬂ
y=2
X =5x,=0
Portanto(5,2)y (0.2) son los puntos de corte conlarectay D(5, 2).
33, Hallar la ecuacion del didmetro de la circunferencia.
(=2 4y + =16
que pasa por la mitad de la cuerda que intercepta en la recta
y-2-3=0
Solucién
La interseccion de recta y circunferencia es
(x=2+(y+ =16

~x=-2x
I x

y-2x-

luego yi

Los puntos son Py (— % lsL)y P2 (=2, —1) y ¢l punto medio

6 3
%)
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Comoel centroes C (2, - 1). la ecuacién de la recta que pasa por Cy
s:

Ein
L
Y 6

-2 =x+2y=0

5
34, Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de
interseccion de los ejes de coordenadas con la curva.

Xyt dx - 1y - 12=0

Solucién

=A0.12yCO -1
Xy dx -1y -12=0

=B(2.0yD(-6.0
X4y tax - lly-12=0

=
Area ABC

2 1
2 01| =-B
011
0121
‘o-111 ==3
-6 01

PN
Area ABCD

—13] 4| -39) = 2w

3. Dada la elipse
9xt + 25y = 225
Hallar

1) Sus semicjes
2) Sus focos



3) Su excentricidad
4) Las ccuaciones de sus directrices

Solucion
2

ni-
L

.b=3

2) Focos
c= Vi B =VE-9=4
F 4.0 yF (-4.0)
3) Excentricidad
e

4) Ecuaciones de las directrice:

36, Un punto de una elipse dista de cada uno de sus focos 2 y 8 cm.
i istanci Sepide.

1) Hallar la ecuacién reducida de la elipse.
2) El drea del tridngulo formado por las tangentes a la elipse en los
puntos de abscisa 4 cm. y la recta que une estos puntos.

Solucion
1) Por definicion de elipse: PF + PF' = 2a
luego: 2+8=2a=a=>5

Como 2c=6=c=3yb= -3 =4
La ecuacion de la elipse pedida es
XAyt

2) Los puntos A y B de abscisa 4 cm. tienen como ordenada
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2

yi

=

25 16 aA(A__g
x=4 5

La ecuacion de la tangente en A(4. Az

T

= 16x + 15y = 100

El punto C es la interseccion de esta tangente con el cje OX. luego
25

4

La excentricidad de una

1 "
pse es ¢ = - su ceniro coincide con ¢l

origen de coordenadas y uno de los focos es F* (~2.0). Calcular fa
ecuacion de la elipse.

Solucion

La ecuacion de la elipse es

_¢.L

Hallar la ecuacién de la elipse cuyos focos estan situados en el eje

de abscisas y son simétricos con respecto al origen de coordena-
as, si

lipse 3x + 10y - 25
=01y su semieje menor es b
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Solucién
F(e.0)yF (-c.0
_Axo+Byo+C_ 325
VAT+ ;;§!+ 07
_Axo+Byo+ C__—3c-25
¥ VATT 0T
Gc-25)(=3¢-25) _,
T4 102

d

da2

di x d2 =

436 = 2 =21
+21=25

625 — 9c?
al=b?+

La ecuacién de la elipse es
2
x

FE
39. Dada la hipérbola
16x2 — 9y? = 144
Hallar:
1) Los semiejes a y b.
2) Los focos.

3) La excentricidad.
4) Ecuaciones de las directrices.

l=a=3y b=4

2ct=al+b1=314+42=25=F(50yF (=50

178



40. Dadalahipérbola 2x? — y? = 9, calcular vértices, focos y ecuacion

de la tangente en el punto de la hipérbola de abscisa 3 y ordenada
positiva.

Solucién

Focos:clza’+hl:%A

m\/‘g
Vertices: A (2. 0) y A" (~a. 0) es decir
G e

Parax =3 =2x3

—9my=43
Por tanto P (3, 3)

Como P 3,3 ¢ Hipéooa, accyacion de 1 tangene s

m»——-flalx—y—J

=1=

. 8
wlw

origen

x=-8

Calcular la distancia del punto M de la hipérbola, de abs
20, al foco correspondiente a la directriz dada.

Solucién

179



180 =b =63

La ccuacion de la hipérbola es
X2

X e
144 180

El punto M € Hipérbola, tendré de ordenada
B0yt
g o ST
La distancia de M (20, 8 \/5)a F* (- 18, 0) es

= V8 + 207 + BV = 42

42. Hallar la ecuacion de la hipérbola si s conoce su excentricidad
e == el foco F (5. 0) y la ecuacion de la directriz correspon-
diente Sx — 16 = 0.

Solucion

43. Determinar el valor del parametro y la situacién de las parabolas
siguientes con respecto a los ejes coordenados.

Dyl=6x  3yl= -4
xi=5y 4Yx

-y
Solucion
1) p = 3; en el semiplano derecho, simétricamente al eje OX.
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Jp= % en el semiplano superior. simétricamente al cje OY.

: en el semiplano izquierdo. simétricamente al eje OX.

Hp=- %; en el semiplano inferior. simétricamente al cje OY.

4. Hallar el centro y el radio de la circunferencia
X +y -Dx+Ey+F=0

Siendo
= ladistancia entre los focos de la hipérbola 16x* — 9y? = 144,
E = pendiente de la recta perpendlcu]ar ala que pasa por los
puntos (5, 7) y (-1 6).

= la abscisa del foco de la parabola.
¥?=36x

=l=a=3b=4y c=5

96

F(5,0yF (-5.0)
La distancia entre los focos es D =
2) Pendiente de la recta
6
m=1-5_1

3) Abscisa del foco
%6=2p=p=18 y %:

La ecuacién de la circunferencia es:
Xty - 10 -6y +9=0
a=5y b=3=r=V@TH-F=5

El centro es C (5, 3) y el radio 5.
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45. Dadala curva
y=3+5

ylarectay =4x +
curva.

Solucién

Secalcula i icion de quelk
dos puntos se confundan en uno, luego basta que el discriminante en la
ccuacion de 2.0 grado que resulta se anule.

y=3+s
4+ S=4x+m
y=4x+m

I -dx+(5-m=0
A=bl-dac=0=16-60 + 12m =




10. Traslaciones, giros y
simetrias

‘CONCEPTOS TEORICOS

— Movimiento en el plano: Es una aplicacion del plano en si mismo
que conserva Ia distancia.

— Traslacion
X=x+a
y
siendo (a, b) las componentes del vector.
—Giro G [(a, b), 2)]

y+b

X' =a=(x - a)cosa — (y - b) sen«
Yy =b=(x-a)sena+(y—b)cosa
— Simetria central de centro M (a. b).

-x+2a
Y=-y+2
— Simetria axial de je Ax + By + C = 0

Ax+By+C
_2afAx+By+C
AT+ B
_apAx+By+C
e
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PROBLEMAS

1. Una lmwlucmn viene definida por ¢l par de puntos homologos
P2.3)y P' (4. 7). Determinar:

cuaciones de la traslacion

n
2) E transformado del punto A (~2. =3)
3) La transformada de la recta x + 2y = 5 = 0

4) La transformada de la circunferer
Solucion

1) Las ecuaciones de la traslacion son
Xx+a 4=2+a| a=2

como P (2.3) y P'(4.7)
y=y+b 7=3+b

Por tanto

y=y+4

2) El transformado de A (~2. =3) es

=-2+42=0
= A0
y=-3+4=1

0 se obtiene asi

3) La transformada de la recta x + 2y —

K-+ - =5=x+2 =15



quitando comills
Xx+2y-15=0

4) La transformada de la circunferencia x* +

=27 41y -

quitando comillas

=(x =27 +(y-4?

2. Demostrar que la traslacién conserva
un movimiento.

distancias y por lo tunto es

Solucion

Sean los puntos P (x1. y1) y Q (x2. y2) de un plano y P* (X, ")
¥ Q (x5, y") sus imagenes en la traslacion T, , de ccuaciones

X=x+a
V=y+b
Se tiene que demostrar que
4P Q) =d(PQ
En efecto
4P Q) = Vix:" —x

Y, - Y=

=V Fa-Xi-ai+Gaeb -y - b
=V =X F -y =d(PQ

Demostrar que el giro es un movimiento. es decir conserva las dis-
tancias.

Solucion

yamplitud « y dos puntos del plano A y B que
s transforman en A"y B respectivamente.
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VAAN
Demostraremos que AOB = A0 B®

Por definicién de giro
d(0A) =d (OA)
d(OB) = d (OB")
ABA* = BOB' = ¢

o~ A~
‘= AOA' - BOA" = AOB

jos triangul d i I el angul

Como consecuencia
d (AB) = d (A'B")
El giro es un movimiento.
4. Dado el giro de centro M (1. 2) y amplitud 60°
Hallar:
1) Ecuaciones del giro
2) El homélogo del punto A (3, 0)

Solucion

D) x-a=(x-acosp-(y-bseno
Y -b=(x-a)sene+(y-bcoso

X = 1= (x — 1) cos 60° — (y — 2) sen 60°
y = 2= (x = 1) sen 60° + (y = 2) cos 60°



x=1x7))- -2 ‘/3

R OO V2 ST L
y=x-1 3 +ly-2 7 +2
2) El homologo de A (3. 0) es

=|zr|;%7(071; AP

y=o-0 2 i ndizavian

A2+ VA \/3+ n

5. Determinar las del vector. las del nuevo
origen y cl dngulo 1 en cada caso. si las ecuaciones de transforma-
cion de coordenadas se dan mediante las siguientes igualdades.

Solucion
1) Las ecuuciones se pueden poner de esta forma

X =x+2

= Traslacidn de vector de componentes
y=y-3 2y-3
2) Se ponen las ccuaciones asi

X=x+1

5 = Traslacion de vector de componentes
y=y-2 Iy



3) Despejando x” ¢ y* en funcion de x e y.

Liu-n
\/Tf(xfy)

Se trata de un giro de centro el origen y amplitud 45°.
4) Se trata de un giro de centro M (1. 2) y amplitud 90°.
6. Determinar: 1angul |

han girado los ejes. si las ecuaciones de transformacion de coorde-
nadas se determinan por las siguientes igualdades.

Solucién
1) Se puede expresar como

= G (0. 60°)

=G (0.30°
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3) Se trata de un giro G (0, 45).

4) Se trata de una traslacion de vector de componentes 4y —

7. Dados tres puntos A (5. 5). B (2. =) y C (12. ~6). hallar sus
coordemadds en el nuevo sistema. si el ungcn dc Lourdcnada\ \c ha
dadoal punto B y los

= 135*’.
Solucién
cos 1350 = — ‘f y sen 135° = v\;l

Las ecuaciones del giro son

X =2=(x=2)(= —y+n

ax-n M2 N2
x=2 2 +ly+ D 7_1

El transformado del punto A (5. ) es

e ey =y VI
X (5-20( 7 S+ 3
y'+x=xLz,L§Z+|s+m-ﬁ
Lo OVI _3VI
~A@-232 _3¥y2
ra-2y .

El transformado del punto B (2. 1) es B' (2. ~1). es invariante.
El transformado del punto C (12, —6) es

x-2=(2-2-Y) -6+ L2 ‘/7
y'*l:|12~2i£f(76+lu—£)
z z
sc@-3Y2 VT
2 2
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8. El origen de coordenadas se ha trasladado al punto 0" (~1,2) y los
cjes de coordenadas han girado un dngulo o = 180°. Las coordena-
das de los puntos A’ (3. 2), B* (2. ~3) y C" (13, ~ 13) estin determi-
nadas en el istema. Hallar | deest
puntos en el sistema de coordenadas primitivo.

Solucion

X' —a=(x — a) cos 180° = (y - b) sen 180°
¥ = b = (x - a) sen 180° + (y — b) cos 180°
de donde

A(=5,2),B(-4,7)y C(=1517)

9. Dados los puntos A (3, —1) y B (2, 1), determinar:
1) Las coordenadas del punto A’ simétrico del punto A con respecto
al punto B.
2) Las coordenadas del punto B' simétrico del punto B con respecto
al punto A,
Solucién
El centro C (a, b) cumple, siendo M (x,y) y M' (x'. y")
¥
padry
2

Se tiene
DAG -.BQRDHyA K.y)

3;":2:;( =1
| A'(1,3)
“l+y :
sy =
2 yi=3



2B AG -DyB (x.y)

B (4, -3)

10, Se considera un paralelogramo ABCD dos de cuyos vértices con-
secutivos se conocen A (5. 3) 8) siendo el centro del
punto M (2, —1). ; Cuil das d

los vértices Cy D?

Solucion

Como C es el simétrico de A respecto del centro M

Como D es el simétrico de B respecto del centro M

iz,

=D@, -10)

84y _
g

11 Determinar las coordenadas del punto M' simétrico del M (1. 2)
on respecto a la recta que pasa por los puntos A (1. 0) y B (~ 1.

Solucién
La ecuacion de la recta que pasa por A y B es
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_gaAx+By+ C_ pAdxi-1x2-1_;4

& AT B = EEYEY
Ax+By+C Ixi-1x2-1
- 2-2-
VBT DTy
M (3.0)

12 Hallar las coordenadas del punto simétrico del origen de coorde-
nadas respecto de la recta 4x + 3y = S

Solucion
X =x-8x——=x+16
£+3 0 (16, 12)
- 50
YEy-bxgIp=y a2

13 En la simetria de eje 2x + 3y = 6, se pide hallar:
1) La imagen del punto A (2, =3)

2) La imagen del origen de coordenadas
3) La imagen de la recta que pasa por ¢l origen Oy por ¢l punto A
Solucién
Las ecuaciones de la simetria son:

T

. 2+3y-6
—2x3

¥ oy
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1) El simétrico de A (2, =3) es

2) El simétrico del punto O (0. 0) es
(24,36
[EANED
3) La simétrica de la recta que pasa por OA es la recta que pasa por
O'A’ luego:
2 36
[ERNE] ZA

25
YT 1

14, Dados los puntos M G, . N (=1, 5) y P (=3, 1), hallar sus

. si los ejes han girado un dngulo.
1) =45 290 3)-9%0° 4 I180°
Solucién
1) Las ecuaciones del giro son (x = ~45°)
X' = xcos (~45%) — y sen (~45%) = Y= (x + )
V' = x sen (~459) + y cos (~45%) _ﬁky %

M2 VI -VD. N VL3V y P (-2VE VD)
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2) Las ecuaciones del giro son (x = %0%

X' = x cos %0° — y sen 0°
X sen 90° + y cos 90°
Dy P (1. -3)

x

M (-1,3),N" (-~

3) Las ecuaciones del giro son (x = —90°)

X €os (—90°) — y sen (-=90°) =y
X sen (=90°) + y cos (~90°)
M (1, =3),N' (5, )y P (~1,3)

X
y

4) Las ecuaciones del giro son (x = 180%)
X' = x cos 180° — y sen 180° =
¥’ = x sen 180° + y cos 180° = —y
M (=3, =), N' (1, =8), P' 3, 1)

15, Hay que descomponer un giro de centro (4, 2) y amplitud 90° en
producto de dos simetrias. Si el primer eje es la recta y = 2, de-
terminar la ecuacion del segundo eje, analitica y graficamente.

Solucion
G(C. 9% =S, xS,
Los ejes de simetria forman un angulo de 45°, luego la recta pasa por
el punto C (4, 2) y corta al eje OX en el punto (2., 0).

La ecuacion de este eje es

-

glx—l):y:




Graficamente

16, Hay que descomponerun girode centro M (7, 5)y amplitud 270° en
producto de dos simetrias. s. el primer eje es la recta y = 5, deter-
minar la ecuacion del 2.0

Solucion
G (M, 270 = S, xS,
e -5=0
€ = recta que pasa por M (7, 5) y N (12, 0) es decir
=12-x
17, Semultiplica la simetria de eje x = y por la e eje x = 6. ; Qué clase

de transformacion se obtiene? Calcular los elementos determi-
nantes de esta transformacion y ¢l punto homélogo del origen
de coordenadas?

Solucion
1) El producto de las dos simetrias es un giro de centro el punto de

corte de los ejes y de angulo el doble del dngulo que forman los ces de
simetria.
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=G [(6. 6). 90°|

2) El transformado del punto O (0. 0) por el giro se obtiene asi:
X —a=(x-acoya—(y-bsena
X =b=(x-a)senx+(y-bcosa
luego
X' = 6=(x —6) cos H° — (y = 6) sen N0° = — (y - 6)
3 = 6= (x - 6)5en%° +(y —6)cos N = x — 6

x=l2-y
=0 (12,0

¥

18, Hallar el transformado del punto A (3. 5) y de la recta 3x + 2y = 6al
aplicarle los siguientes movimientos.

T x G10,0).%° x S, _,

Solucion
Las ecuaciones de estos movimientos son:
a) Traslacion b) Giro ) Simetria
X=x+2 X' X =y
4 -

y=y+3 ¥

T G s
AB.S) A (5.8 = A" (=8,5) = A" (5, -8)

Para la recta tomamos dos puntos M (2, 0) y N (0. 3) y los transfor-

mamos.
M@0 M @3 G 3. S @, -3

NOy LN 268N 6.2 SN 2, -6



La ecuacion de la recta que pasa por (4. ~3) y (2. —6) es:
-6+

y+3

43<x~4)alelyflﬁ:0

19. Dado el giro de centro O y amplitud 45°, dado el giro de centro O
y amplitud 90° y la traslacién definida por el vector de componen-
tes 3y 4. Hallar el transformado del punto A (1, 6) al aplicarle:

a) Traslacion x G (0, 45)
)G (0. 4%°)x Traslacion
©) Traslacion x G (0. 45) x G’ (0, %0°)
d) Traslacién x G' (0, %0°) x G (O, 45

Solucion
Las ecuaciones son:
—G (0,459

X cho>45°-ywen45°—T\ﬁtxfyy

vz

Yy’ = x5en 45° + y cos 45° = (x+y)

—G(0.%)
X' = x cos 909 — y sen 0°

y
¥ = xsen 0° + y cos HO = x
— Traslacion
X' =x+3
Ye=y+d4
Por tanto

ALOLA @IS A -3 vETVE

Au.éyﬁw—_s;/f‘;’;ﬂ LA"1»—S¥Y+!-—7¥T +4
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ALOLA @10 A" (-3 v5T v S AT (<TvE -3 VD)
ALOLA @ 10D A (-10,49S A (<7 v2 -3 D)
20. Dada la traslacion definida por el vector de componentes 1y 2,

dado el giro de centro el origen de coordenadas y amplitud 90° y
dada la simetria axial de cje x = 0. Hallar:

1) El transformado del punto A (3, 4) al aplicarle ¢l movimiento
SxGxT

2) Larecta transformada de 4x + 3y = 12 al aplicarle el movimiento

Solucién
Las ecuaciones son:
a) Traslacién b) Giro ©) Simetria axial

+1 X
+2 ¥y

1) Por tanto:
A(34) E- A'(3, -4) 90 A" 4.3) I A (5, 5)
2) La transformada de la recta dx + 3y = 12 lo hacemos calculando
los homélogos de los puntos M (3, 0) y P (0, 4).
ML M @) S M@ -G M 2
PO.HLP(1.6SP (1,-6 5P 6. 1)

La ecuacion de la recta que pasa por (2, 4) y (6, ) es:

;1)(72)93)(44)/:22

21 Enunplanoen el cual se ha definidounssi decjes
OX, OY, se consideran cuatro simetrfas axiales Si, S2, S5, y S¢
cuyos ejes respectivos son las rectas de ecuaciones.

M)y=05()y=x;I)x=0;(lgx=4




Se pide:

1) Demostar que el producto de esas simetias es un giro:
G=SixS1xSsx
2)Hallar |
X34+ y2 = 25 por el giro G (M, a)

Solucién
Boxlax lax La= (1, % 1) x (I, X 1)
1y A =G (0, 9%0°)x Tizh
< Mua Descomponiendo estos movi-
mientos en producto de simetrias
a b axiales con un eje comiin.
[
G(0,9%)=5, x5,
0 A
Taon=Sc X Sy
de donde: -

G (0.90°) x Tz, = (S, x SJ x (S, x Sy) =S, x S, = G (M, %°)

se trata de un giro de centro M (4, 4) y amplitud 9°.

2) Las ecuaciones del giro son:

= (x = 4) cos 90° - (y — 4) sen 0°

=(x—4)sen %0° + (y —4) cos %0° [y =x

n de la circunferencia.

x=y
y=8-x

Sustituyendo en la ecua

resulta

X4y =20=y?4+B-x)P=25



y quitando comillas
(-8 +yt=25

B

Dos rectas m y n se cortan formando un angulo recto. Se toman las
rectas m y n como ejes de abscisas y ordenadas respectivamente
y en dicho sistema de coordenadas se consideran los puntos
P2 -3)yQE6. -

Se pide:

1SSy, son s simerris axiales respecto de m y , hallar las
P yQ" dePyQenla

producto S, X S,.
2) Calcular la amplitud del giro equivalente a S,, X S,.

3) Calcular la recta transformada de la que pasa por los puntos Py Q
al aplicarle la transformacién producto S, X

Solucién
"
- -
{ o Relia
| 1 P2.3).Q 6.0
o TPERRQUEs
L e

2) El dingulo que forman m y n es %0° por tanto
S, % S, = G(0,180°)

3) La ccuacion de la recta que pasa por Py Q es

+3

Y-y =2V _xymy+3= (x-2)=




=>x-3y-13=0
La ecuacién de la recta transformada pasa por P*"y Q" por tanto

(x+2) =3y ~2x-13=0

23, Consideremos el cuadrado de vértices A (~5.0). B(0. =5).C(5.0)
¥ D(0. 5) y las simetrias axiales Sei. Sez. Ses y Sea cuyos ejes res-

pectivos son las ecuaciones x = —5. la recta AB. la recta BC y
la recta x =

Demostrar que el producto Sei X Sez X Ses x Ses es un giro.
y hallar de los cuat

vértices del cuadrado ABCD.

Solucién

Ser x Sez x Sex x Seq =
(Ser x Se2) x (Ses x Seq) =
G (A, %°) x G(C,%°) =
= (Sez x Sa) x (Sa x Se3) =

= Se: x Ses = G (B, 180°)

El giro G (B, 180°) es lo mismo que una simetria central de centro el
punto B, de ecuaciones.
x+x

0
7

y+y
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Los transformados de los puntos A, B, C y D son

=-(-9=5
A (5. -10)
y=-10-0=-10

B (0. -5)

=10 - (=5) =

€ (=5, -10)

y'=-10-5

~15

24, Hallar las coordenadas del centro M del giro G = T x G siendo T
lacion que transforma el origen de coordenadas Oen el pun-
. 4) y G el giro de centro P y amplitud %0°. Determinar
también las coordenadas del punto A’ homélogo del A (1. 1) en
el giro Ga.

Solucién

Descomponemos tanto la tras-
lacion como el giro en el producto
de dos simetrias axiales de la si-
guiente forma:

e
TxGi=(Ser X Sez) X (Se2 x Sey) = Ser x (Sez x Sez) X Ses =
Sey x Ses = G (M, 90°)
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Las ecuaciones del giro son
X'—a=(x-acosa~-(y-bsena
y-b=(x-a)sena + (y - b)cosa

Sustituyendo:

X
= AG5)

v

25. Dada la circunferencia de centro C (0 4) y radio 3, determinar:

1)
simetrias axiales que transforman C (0, 4) en C' (8, 0)y ésteen C” {s. -4).

2) Determinar

Solucién Uniendo C con C", el eje de sime-
tria que transforma C en C’ es la
Jeoa recta perpendicular a la que pasa

por Cy C" por el punto medio el
segmento CC'. El punto medio lo

P42 llamamos P.
,/ C'18.0 Uniendo C con C”, la recta per-
i/ ‘pendicular a la que pasa por C'y C””
por ¢l punto medio del segmento C'
YT C” es el eje de simetria segundo.
C” (8, -4)

—Las ecuaciones de estas rectas son:
El punto P (4, 2) y la pendiente de la recta que pasa por Cy C" es:
0-4 1

=2 lom-2
8-0 2

luego
y-2=26-4=y=2%-6
La recta, segundo cje de simetria es y =
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Las dos rectas se cortan en M (2, — 2).

El producto de las dos simetrias es un giro de centro M (2. ~2) y
amplitud doble del angulo que forman S Sa.

2)La dela pri tro C"y radio
3.

=8+ (y+ =3



APENDICE

CONCURSO OPOSICION PARA EL INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1974
Texto:

En el campo de los estudios elementales. pocas cosas han variado
tanto de poco tiempo aqui. como el lenguaje de los Cuestionarios de
Matemticas. Palabras como conjunto, correspondencia, reticulo.
grupo, morfismo, Topologia reer

quela noesel

de las Matemiticas. aun de las que se llaman elementales, sabe identifi-
car en ese lenguaje la expresién de muchas propiedades, que atribuia
solamente a los nimeros. Sélo que esas propiedades han sido encontra-
das también, en conjuntos no numéricos y su estudio sistemitico ha
dado origen al concepto de estructura matemitica.

Cuestiones:

1. Cite los axiomas que definen la estructura de grupo.

2. Cite cudl de ellos deja de cumplirse al considerar los niimeros
naturales con la adicion.

3. Cite cul de ellos deja de cumplirse al considerar el conjunto de
racionales no negativos (es decir los racionales positivos y el cero). con
la multiplicacion.

Texto:

in referencia
deducir cudles son los caleulos permisibles y los resultados
ianzables en cada modelo concreto de tal estructra.
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Cuestiones:
4. Comoaclaracién y extensién de ese pirrafo pruebe que en todo
grupo hay solucion tnica. para cada ecuacién lineal con una incognita.

5. Razone que. en cambio. no puede decirse lo mismo cuando se
calcula en un anillo.

6. Razone quép
en un cuerpo.

Texto:

Esas estructuras citadas hasta aqui estan formadas por un conjunto
subyacente y una operacion. Entre las aplicaciones que pueden estable-
cerse de uno de los conjuntos hacia el otro, merecen particular interés
las que se llaman morfismos.

Cuestiones:

7. Explique qué se entiende por morfirmo.
8. Particularice qué se entiende por isomorfismo.
9. Ponga un cjemplo de morfismo de (Z, +) hacia (Z. +).

CONCURSO OPOSICION PARA INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1975.
Texto:

Entre las estructuras algebréicas, figuran algunas en las que inter-
viene una ley de composicion externa. Una estructura de este tipo se
suele designar conuna terna (D, E. ). enla que E representa ¢l soporte de
la misma, D el dom\nln de uperadores y()el SIgno de dicha ley. Los
asos losque EoD
0 ambos conjuntos estan dotados de una o mas Ieyes internas, relacio-
nadas con la ley externa de la estructura mediante ciertas condiciones.
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En particular son interesados los espacios vectoriales (K, V. ). y los
médulos (A, M, .), cuyo estudio es parte de la llamada dlgebra lineal. En
ellos los soportes V y M son grupos abelianos y sus respectivos domi-
nios K y A son un cuerpo y un anillo cualesquiera.

El estudio de un espacio vectorial consta del conocimiento de sus
propiedades (de las que se siguen las reglas de calculo en el mismo) asi
como del conocimiento de sus partes ms notables (subespacios, ba-
ses,...). Intervienen también en el estudio de un espacio vectorial ¢l uso
de las aplicaciones lineales de dicho espacio en otros o en si mismo.

1. Indique qué es una ley externa.

2. Cite los cuatro axiomas del espacio vectorial. que relacionan la
ley externa con las dos leyes del cuerpo (supngase éste conmutativo).
e AR .

para todo t € K y el 0, neutro de (V, +).

b) 0:d = 6, para todo & & V y O. cero del cuerpo.

© ti=d,conieVyteK.implicaqueunodeestos clementos sl
respectivo cero.

Indique por qué razén esta implicacion no es cierta en el caso de
estructura de modulo.

4. las dos condiciones que debe cumplir una aplicacion
£V — V', para que sea aplicacién lineal del espacio (K. V. .). en el
espacio (K. V', .).

5. Justifique que una aplicacion de la formaf (a) =
deV,y
lineal.

a, para todoa
ndo r un elemento fijo de K. de un espacio en si mismo. es

6. Cite las condiciones que debe cumplir una parte de S de un
espacio vectorial. para que sea subespacio del mismo.
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CONCURSO OPOSICION PARA INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1976.
Resolucién de un problema:

Las siguientes fuerzas actian sobre un cuerpo P
=23 Fr= (=5, . Fy = (1.2). Fe

y estan medidas en Nw.

5, -2)

@) Hallar la resultante de las fuerzas F1, Fa, Fs, Fa y hacer su
representacion grafica. Hallar el modulo de la fuerza resultante.

by ¢Cud ; je X2

©) Los vectores Fi. Fa, Fs. Fa. ;Son linealmente independientes?
iPor qué?

d) Hallar el subespacio vectorial formado por el vector Fi. ;Es el
mismo que el formado por el vector F3?

CONCURSO OPOSICION PARA INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1977.

Resolucion de un problema

En el conjunto de circulos de un plano se consideran diversas rela-
ciones entre los circulos C y

10 Ces exteriora C'.

22 Cy C tienen el mismo centro.

30 CyC' son secantes.

4.2 Cy C' son ortogonales.

Precisar en cada caso, si se trata de una relacion de equivalencia o
qué propiedades de las tres clisicas se verifican.
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CONCURSO OPOSICION PARA INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1978

formulan a continuacion:

Un tribunal de Oposi lasifica a las personas tadas a la
pruebas en tres clases:

— Varones, a cuyo conjunto llama V.

— Especialistas en Filologia, a cuyo conjunto llama F.

— Con servicios interinos. a cuyo conjunto llama 1.

El cémputo de Opositores da la siguiente informacion:

— El nimero total de personas presentadas es de 250.

— El cardinal de V (nimero de opositores varones) es 124,
— El cardinal de F es 9.

— El cardinal de I es 121.

— De los varones, 51 pertenccen a I y 45 pertenecen a F.

— De los especialistas en Filologia, 38 pertenecen a I.
— 20 personas tienen las tres caracteristicas: son varones, especia-
istas en Filologia y tienen Servicios interinos.

Hacer un

agrama conjuntista que ilustre la situacién.

Razonar:

— Cuintos varones no tienen servicios interinos ni son especialistas
en Filologia.

— Cuéntas personas con servicios interinos son mujeres y no espe-
cialistas en Filologia.

Los dos niimeros obtenidos, junto con uno de los datos, pueden ser
medidas (en la misma unidad) de los lados de un triangulo, al que se
llama T. Hallar la altura sobre la hipotenusa de ese triangulo T.
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Hallar ¢l volumen del cuerpo engendrado al girar el tridngulo T
alrededor de la hipotenusa.

Representar gréficamente, en un sistema de ejes cartesianos, los
pares de némeros reales que pueden ser catetos de un tridngulo rectin-
gulo de igual drea que T.

CONCURSO OPOSICION PARA INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1979.

L
formulan a continuacién.

1) Enun Banco hay tres cajeros. alos que llamaremos P, Qy R, con
1 a0, 2 aios y 3 afios de antigiiedad en el empleo respectivamente. EI
Banco decide pagar un incentivo mensual a cada cajero, para lo que
destina una cantidad fija mensual que el primer mes distribuye propor-
cionalmente a a antigiedad de cada uno. EI segundo mes en cambio.
by chilletes de
mil pesetas. de modo que 2b = a + c. y las sortea entre los cajeros. EI
tercer mes vuelve a sortear las mismas tres partes, siendo esta vez el
menos favorecido el cajero Q. En total, entre los tres repartos, P ha
cobrado 15.500 pesetas, Q ha cobrado 19.000 pesetas y R ha cobrado
28.500 pesetas.

Se pide:

— Hallara, byc.

cata cajero cobré cad es como inceafivoy ast comade los totales
pagados por el Banco y recibidos por los cajeros.

2) El cajero Q destina su incentivo a un pequeio negocio de com-
praventa. El compra en almacén con descuento de 2 por ciento sobre
precio de catilogo y luego revende con aumento de 47 por ciento sobre
precio de catalogo.
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— Razonar cuil es el tanto por ciento de ganancia que obtiene sobre
el dinero que emplea

3) Ese mismo B: i Il
a los que ofrece las siguientes modalidades de contrato:

modalidad a) 15.000 pesetas a la firma del contrato y 1.000 pesetas
semanales;

modalidad b) 13.000 pesetas a la firma del contrato y 2.000 pesetas
semanales.

modalidad ) 3.000 pesctas a la firma del contrato y 3.000 pesetas
semanales.

— Estudiar qué modalidad resulta ms conveniente para el contra-
tado segiin sea el nimero de semanas que trabaje.

— Haceruna ifica de cada una de |
de contrato con referencia al mismo sistema de ejes cartesianos.

— Hallar cuntas semanas hay que trabajar para que el contrato ¢)
haga cobrar el 75% de la suma de los contratos a) y b).

‘CONCURSO OPOSICION PARA EL INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1980.

Lea atentamente y resuelva los problemas que se le proponen a conti-
nuacién:

1. a) Simplificar la expresién siguiente teniendo en cuenta que el
complementario de un conjunto C lo expresamos mediante C.
ENB)NIBAGRNBI
b) Si Atiene 23 elementos, A U Btiene 41 elementos y A () Btienc8
elementos, ;cuintos elementos tendrd: B, A — By B ~
AéDE un trapecio rectangulo ABCD, sabemos que A = B,
. la base AD mide 8 m.. la base BC mide 50 dm. Calcular su

irea.
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b) Si el vértice A esta en el origen de coordenadas. la base AD sobre
el eje X. Calcular las coordenadas de los vértices del trapecio transfor-
mado por una simetria de cje X.

3. Calcular el volumen minimo que debe tener un recipiente para

llenar con un ni sijas de Slitros. 8litros y
12 litros de capacidad.

CONCURSO OPOSICION PARA EL INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1981.

1. Siendo X, Y. Z. subconjuntos de U, simplificar la expresion:
XN ¥AZnuIkohuz
d i i iera Alo
expresamos mediante A.

2. Un nimero es mayor de 600 y menor que 700, la ciffra de las
idades esk fradel Ariad)

es los 477 del primitivo, ;cudl es éste?

3. En un trapecio isésceles el dngulo A mide 45°, I base AB 10
metros y la CD 4 metros:

) Caloular su drea expresada en hectireas.

b) Si el vértice A estd en el origen de coordenadas y Ia base AB sobre
el eje X, caleular las coordenadas de los vértices del trapecio transfor-
mado por una simetria del eje X.

©) Calcular el volumen en litros del cuerpo que resulta al girar el
trapecio alrededor del eje X.
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CONCURSO OPOSICION PARA EL INGRESO EN EL CUERPO
DE PROFESORES DE E.G.B.

A) Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1982.

Razone por escrito y resuelva lo siguiente:

1. El namero de paginas de un libro es mayor que 400 y menor que
500. Si se cuentan de dos en dos. sobra una; de tres en tres sobran dos: de S
en 5 sobran 4 y de 7 en 7, sobran 6. ;Cuéntas paginas tiene el libro?

2. Calcular el area del gulo curvilineo ido entre 3
i teriores dos a dos y de radio 5 m.

igual
Expresar el resultado en areas.
3. Un triangulo equilatero tiene un vértice en el origen de coordena-
das. otro en el punto (4, 0):
a) Calcular las coordenadas del tercer vértice sabiendo que esta si-
tuado en el primer cuadrante.

b) Sometiéndolo a una
denadas de los vértices.

imetria de eje XX calcular las nuevas coor-

©) Calcular su area.



CONCURSO OPOSICION PARA EL INGRESO
EN EL CUERPO DE PROFESORES DE E.G.B.

A)  Prueba eliminatoria de madurez cultural. Junio de 1983

Lea atentamente y resuelva los problemas que se le proponen a
continuacion:

1) EnZ x Z se establece la siguiente relacion:
@B)R (ed) = a? + bt = ¢t + .

Estudiarla.

(2 conjunto de los nimeros enteros).

2) Partiendo de que el metro es aproximadamente la diezmillonési-
ma parte del cuadrante terrestre, expresar en miriametros cuadrados la
superficie de un huso horario.

3) Cuando dos bombas actian a la vez, tardan en agotar un dep6-

sito 15 horas. Si actuase la menor, tardaria en agotarlo 16 horas mds
que si actuase s6lo la mayor. ;Cudnto tardaria ésta?
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COMPLEMENTO A LA TERCERA EDICION

Resolucion de los problemas propuestos en la
Prueba A) del Concurso-Oposi ra el ingreso en el Cuerpo
de Profesores de E.G.B.

Aiio 1974
Al tratarse de cuestiones tedricas el lector puede consultar cualquier

libro que trate sobre estos temas, por ejemplo, «Matemdticas para ma-
gisterio » del mismo autor, editado por Publicaciones Tema en 1983

Aiio 1975
Al tratarse también de cuestiones tedricas el lector puede consultar

cualquier libro que trate sobre estos temas, por cjemplo, Matemdticas
1.° del mismo autor, editado por H.S.R. en 1980.

Aiio 1976

Sobre unos ejes cartesianos representamos las fuerzas y su resul-
tante.

a) vector R resultante tiene de componentes 3 y 4, siendo su mo-
dulo

b) Sucosenoescos a =
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©) Los vectores Fy, Fy, F; y F, no son linealmente independientes
va que al estar en un espacio vectorial de dimension 2 s6lo pueden ser
como méximo 2 los vectores linealmente independientes.

d) El subespacio vectorial engendrado por el vector F, lo forman
todos los vectores que resultan de multiplicarlo por un nimero real es-
tando contenidos en la misma recta soporte del vector F.

De igual forma el subespacio vectorial engendrado por el vector F
lo componen los vectores contenidos en la recta soporte de F;.

Los dos subespacios vectoriales son de dimension 1 pero son distin-
tos, ya que son distintos los vectores que los engendran.

Aiio 1977

1) Cumple la propiedad simétrica.

2) Cumple la propiedad reflexiva, simétrica y transitiva; s una re-
lacion de equivalencia.

3) Cumple la propiedad simétrica.

4) Cumple la propiedad simétrica. (Dos circunferencias son orto-
gonales cuando los radios correspondientes a los puntos de corte son
perpendiculares.
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Aiio 1978

—Diagrama conjuntista.

N

) Los varones que no tienen servicios interinos ni son especialistas

en Filologia son 48.
b) Personas con servicios interinos que son mujeres y no especialis-

tas en Filologia hay 52.
—El dato del enunciado gue junto con los dos nimeros obtenidos

forman los lados de un tridngulo recténgulo T es 20.

20 mewew

52

La altura h sobre la hipotenusa la calculamos asi:

Area:l"_x“i=£;,"3h,
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—El volumen del cuerpo engendrado es:

L
3

V=V, +V, =%,n' X 4%1!:'(52—)()
- _;_1-140.77-52 = 5906,68 7 v

—Para representar gréficamente los pares de nimeros reales que
pueden ser catetos de un tridngulo de igual drea que T calcula-
mos previamente el drea

A= 2X48 _gn
3
Liamando x e y a los catetos

= 480 = xy = 960

Se trata de una parabola y dando valores a x obtenemos la tabla

xIS 10 20 30 40 60 8 160 240

y!lQZ% 48 32 24 16 12 6 4



La representacion grafica es:

100
0
80
i
60
5
40
0
20
10
10 2 30 4 5 6 70 8 %0 100 110 120
Aiio 1979

(D Entotal: 15.500 + 19.000 + 28.500 = 63.000 ptas.

63.000

Cada mes el Banco paga: =

= 21.000 ptas.

El primer mes lo reparte proporcionalmente a la antigtiedad.

X+ +R=2=x=35
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Por tanto el primer mes ganan

Cajero P = 3.500 ptas. ; Cajero Q = 7.000 ptas.
y Cajero R = 10.500 ptas.

Después se tiene
a+b+c=2
Bb=2=b=7

sustituyendo: a + ¢ = 14

Si el cajero Q cobra el primer mes 7 billetes de mil, el segundo mes
by el tercer mes a, resulta:

T+b+a=19
comob=7=a=Syc=2b-a=14-5

Los valores son:a = 5,b = 7Tyc = 9

Formamos una tabla de doble entrada con el dinero percibido

&,

%4',, P | Q ’ R Total
L 3s00 7000 10500 | 21.000
2 5.000 7.000 9.000 | 21.000
30 | 700 5.000 9.000 | 21.00

Total | 15.500 | 19.000 ’ 28.500 63.000

@ Supuesto el precio de catélogo 100 compra con un 2% de des-
cuento, s decir, a 98, y vende con un 47% de aumento sobre ca-
talogo, es decir a 147.



El aumento vendra dado por:
9% 147
} X =150
0w__ x
El aumento es del 50% porquc pasa a 100.a 150.
() Teniendo en cuenta que:
modalidad a): 15.000 + 1.000 x
modalidad b): 13.000 + 2.000 x
modalidad c): 3.000 + 3.000 x

siendo x el niimero de semanas, efectuamos la siguiente tabla

W] [ [ fe s Jor [ [ oo fuor e

» | 16.000r )

122.000/23.000/24.00025.000)

| 15.000{17.000(15.000(21. 129.000(31

o | 600)

La 1.* semana resulta mas conveniente la modalidad a).

La 2.* semana resulta més conveniente la modalidad a) y b).

La 3.* semana resulta mas conveniente la b) hasta la 9.* semana.
La 10.* semana resulta més conveniente b) y ¢).

Desde la 11.* en adelante resulta més conveniente c).
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Para la iiltima parte

c=075@ +b)
3.000 + 3.000 x = 0,75 (15.000 + 1.000 x + 13.000 + 2.000 X)
3.000 + 3.000 x = 0,75 (28.000 + 3.000 X)
750 x = 18.000
X = 24 semanas
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Aiio 1980

@® o GNBHNEAAND] =ANB)NBURNDI =
ANB

bn(A)=23 ; n(AUB) =41 ; n(ANB) =

()

n(B) =n(AUB)-n(A)+n(ANB)=41-23+8=26
nA-B) =n(A)-nANB)=23-8=15
nB-A)=n® -nANB)=26-8=18

A B

@a
§ N A+ B =180°
C+D=180° = C=135°y
Al b b=1¢ D =45
™ 3

El tridngulo recténgulo CDM es isosceles, luego: h = CM
Aka:s_;'_hxh:LISx3=19,Sm‘

B(0,3
A c63)

A D80

8'(0,-3) c'6,-3) 2




® m.em. (5,8, 12) = 120litros

Aiio 1981

® KNE@ABUIRUHUZ=XNFTADIUIKUDNTI =
XN (YAZLUIXNY)NZ]I=
=XNEADIVIXO (K NZ)=
XNITADHUEND]=XN YUY ND)]=
XNIFUDUYINFUDUZ) =
XNEZN(YUZI=XNZ

@ Llamando n al nimero

600 < n < 700
n=6bayda=b

Se tiene
n = 6(Ga)a=600+30a+a=60+3la
n'=a()6=100a+30a+6=130a +6
Por hipotesis:
4n = Tn’
4(600 + 31a) = 7(130a + 6)
2400 + 1242 = 910a + 42

El nimero pedido es:

n= 693



B3 cr3

8(100) =21 m? = 0,0021 ha

b) A’(0,0); B'(10,0); C'(7, -3); D'(3, -3)

0'3,-3 C'(7,-3

) Volumen = L 712 MA + 712 MN +%IHNB =

=T OMA 4 3MN 4 N =
=%,»31(3+ 12+3)=S4rm

Aiio 1982
(D Siendo n el ntimero e péginas del libro
i+1=3+@-1=2
ij+2=3+03-1=3
5+4=5+(5-1=3
T46=T+0-1=

Luego
n+l=12
n+l=3
n4l=3
n+1=17
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Como el libro tiene un niimero de péginas entre 400 y 500 tomamos
como m. c. m. 420.

n+1 =420
n =419

@) El4rea pedida corresponde al 4rea sefialada en el dibujo

Area tridngulo curvilineo = Area tridngulo equilatero — 3 X Area
sector circular =

N L ' 2
4 360 4
_ 1003 425

387 go25v3-8
4 360 2
= 25(V3 - 0,5 )y m? = 0.25(3 — 0,5 ) dreas

@ ) Dibujamos sobre los ejes cartesianos el tridngulo equilitero
pedido.

=@-0r+ - 0F
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Como el tridngulo esté en el primer cuadrante tomamos

y=2V3
B2y B, 2V3)

b) A’ (0,0 , B’ -2V3) y C'(40)

0 Area del tidngulo = 251 = £ X203 < 45w

Aiio 1983
(@ Larelacion ® cumple las siguientes propiedades
—Reflexiva: (a, b) & (a, b) pues a? + b? = a? + b?

—Simétrica: Si (a, b) ® (¢, d) también (¢, d) ® (a, b)
En efecto

Sia? + b2 = ¢ + d? también ¢ + d7 = a2 + b?
—Transitiva: Si (a, b) & (c, d) y (¢, d) ® (e, ) entonces’
@b & N



En efecto:
Sia? + b* = ¢ + d?yc? + d? = ¢ + f2 entonces
@abi=cal
Se trata de una relacién de equivalencia dando lugar a un

conjunto cociente estando formada cada clase por todos los pares
de niimeros enteros cuya suma de cuadrados sea igual.

Asien la clase (1, 2) estan los pares
(=1,2,(, =2, (=1, =2, 2, D, (=2, D, @ -Dy(-2, -1

pues el primer elemento de cada par elevado al cuadrado més el
segundo elemento elevado al cuadrado en todos los casos vale 5.

@ L = Longitud del circulo miximo de la esfera terrestre

L =27r = 4 X 10.000.000 = 4 X 10'm

_4x 100 _ 2 x 10
2x G

El huso horario tiene de amplitud = % =15

La superficie del huso horario es

(20
x 4.000000 _ 2.000.000
n=— T x15="20 =500
% 33 3r

mam?

@ La bomba mayor tarda: x horas.
La bomba menor tarda: (x + 16) horas.
La capacidad del dep6sito es: 1.
Se tiene p ;
L L
x x+16 15




de donde
15(x + 16) + 15x = x(x + 16)
X2 — 14x — 240 = 0
x=24yx=-10

La bomba mayor tarda en agotar el depdsito 24 horas.
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